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IpakTuyne 3anaTTH Nel

Tema: [I1i HaT KOMIUICKCHUMHA YHCIaMHU

MeTa: 3aKpiluTH 3HAHHSI OTPUMAaH1 Ha JICKIll, HABYMTUCh BUKOHYBATH JIii HaJI

KOMIUICKCHUMHM YHUCIIaMH B apuMETHIHIN HopMi.
Metoa: CIIOBECHUH , IPAKTUYHUMN

Inan

1 TIOHATTSA KOMIUIEKCHOT'O YuCcia
2 JIii Ha/1 KOMIUIEKCHUMH YUCIIaMU
3 Po3B s13yBaHHS MPUKIIA/IIB

CryneHTH MOBUHHI 3HATH:
apudMeTHuHy (PopMy 3amuCy KOMILJIEKCHOTO YMCIIa,3HaTH MpaBuia BUKOHAHHS 11

HaJd KOMIIUICKCHUMTH YU CJIaMHU

CTyaeHTH MOBUHHI YMITH: 3aCTOCOBYBaTH BUBUYCHI (DOPMYIIH, 3aITHCYBaTH
CHpsIKEH1 KOMIUIEKCHI YncIia

Jliteparypa
1 Banyue WU.W., unuryn I'.JI. Matemartuka st texuukyMoB.-M.:Hayka, 1990.-C.

88-92

1 IToHATTA KOMILJIEKCHOI'0 YHCJIA
O3nauenna. KoMieKCHMM YMCJI0M HAa3UBAETHCS YUCHO BUAy a + ib, ie a, b € R,

.2

i =-1.

Jl1licHE YKMCIO a HAa3WBA€ETHCS AIMCHOI YACTHMHOI KOMIUJIEKCHOIO 4Hucia a + ib, a

JiHCHE YHCIIO b — HOro yIBHOK YaCTHHOK. YNCIIO0 { Ha3UBAETHCS YABHOK OUHUIIEI).
O3nauenna. JIBa KOMIUIEKCHI uncina a + bi 1 ¢ + di Ha3UBAIOTHCS PIBHUMM, SIKIIO a

=c1b=d.
O3nauenna. JIBa KOMIUIEKCHI YMclia BuULy a+bi ta a-—bi

CIIPHKCHUMM.

Ha3nuBaIOTHCA



2 JIii Ha KOMIJIEKCHUMH YU CJIaAMHU

O3nauennsa. Cymow J1BOX KOMIUIEKCHUX 4ucel a + bi 1 ¢ + di Ha3uBaeThCs
KOMILIEKCHE uucio (a + ¢) + (b + d)i:

a+tbi+(c+tdi)=a-+
c+ (b+di.

Mpuknagn
D(EE3+5)+@-8)=(-3+4)+(5-8)i=1+(-3);
2)(=2+3)+(-2-3)=(-2-2)+(3-3)i=—4+0i=-4.

O3nauennsa. Pi3Huuew BOX KOMIUIEKCHHUX 4ucel a + bi Ta ¢ + di Ha3uBaeThCs
KOMILIEKCHE yucio (a —c) + (b — d)i.
a+bi—(c+di)=a-

c+(b-di.
Mpuknagn

DE5+2))-3-5%)=(-5-3)+2-(-95)i=-8+7i.
2)3-4))—(3+4)=(B-3)+t(-4-4)i=0+(-8)i=-28i.
O3nauennsa. J1o00yTKOM JIBOX KOMIUIEKCHUX 4ucel a + bi 1 ¢ + di Ha3uBaeTbCs
KoMILIeKcHe uucio (ac — bd) + (ad + be)i.
*(a + bi)(c + di) = ac + adi + bidi + bci = ac — bd + (ad + bc)i®
1 3ayeasrcennn. Ha mipakTuill HE 3aBXKIU KOPUCTYIOThCA (popmysoro. MoxHa
KOMIUJIEKCHI YHCJIa MHOXKHUTH, SIK IBOWICHHU.

U B B D) (1-2)(3+2)=3—-6i+2i—4i*="7—4i;
2) (a + ib)(a — ib) = a* + b
O3nauennna. YacTkow JBOX KOMIUIEKCHHX 4YHucel a + bi 1 ¢+ di Ha3uBaeTbCs
KOMINIEKCHE YHCIIO
ac+bd  cb- ad ..

+ 1
/"24-/]2 /"24-/]2

a+bi |(a+bi)c-di) _ac+bd+(bc- ad)i _[ac+bd bc- ad "

Mpuknag

e l

c+di |(c+di)c- di) c? +d? A+d?> P +d?
7-4i (7-4)@3-2i) _21-12i-14i+8* 13- 26i 1 o
3+2i  (3+2i)3- 20) 9+4 13 ’

IIpakTuyHe 3aHATTS N2
Tema: ['eomeTpruHa IHTEpHIpPETALliST KOMIUIEKCHUX YUCET
MeTa: po3IMIUPUTH TOHATTS NMPO KOMIUICKCHI YKCiIa, HABYUTH CTaBUTH Y
BIIMOBIAHICTh KOMIUICKCHOMY YHCJy TOYKY Ha IUIOIIMHI, BUKOHYBATH OIepallii HaJl
KOMITJIEKCHIMH YHCJIaMU B TEOMETPUIHOMY BHTJISII

Metoa: cnoBecHUN , TPAaKTUYHHN

IL1an
1 'eomeTpuyHa iHTEpHIpETaLl KOMIUIEKCHUX YUCEN



2 I'eoMeTpruHe 300paK€HHSI CYMH 1 P13HHUII TBOX KOMIUICKCHUX YUCE].
3 Moayib KOMILJIEKCHOTO Yucia

4 ApryMeHT KOMIUJIEKCHOTO YHCIIa

5 Po3B s3yBaHHs BIIpaB

CTyneHTH MOBUHHI 3HATH:
sIKa TUTOIITHA Ha3WBA€THCS KOMIUICKCHOIO, TIOHATTS MOYJIS 1 apryMeHTa
KOMILJIEKCHOT'O YuCa

CTyaeHTH MOBUHHI YMITH: 3aCTOCOBYBAaTH BUBUYEHI (POpMYIH, 300pakaTi
KOMIUIEKCHI YHiciIa 1 A1l HaJl HUMHU Ha IUIONIHMHI

Jliteparypa
1 Banyue WU.W., Qunuryn I'.JI. Martemartuka s texuaukyMoB.-M.:Hayka, 1990.-C.
7-10.
2 Iy6osuk B.I1., FOpuk L.I. Buma marematuka.-K.: ACK,2001.-C. 86-92.

1 I'eomeTpu4Ha iHTEepHpeTalisa KOMILUIEKCHUX YHCeI.

[TocTaBUMO y BiAMOBIAHICTH KO)KHOMY KOMILIEKCHOMY YHCIy BEKTOP 3 IMOYATKOM Y
tourti O(0;0) 1 kinuem y touri M(a;b). Bu 3HaeTe, 110 Takuii BEKTOp Ha3UBAIOTh PaJilyCc —
BEKTOPOM, a HOT0 MPOEKIIii Ha OCl € KoopAuHaTamMu Bektopa. OTxe, MOKHA CKa3aTH, 110
TCOMETPUYHHN 300paKEHHSIM KOMILJIEKCHOTO uuciia z = a + bi € pamiyc — BekTop 3
KoopAuHaTaMH a 1 b. BiamoBiIHICTh M’k MHOKHHOIO KOMIUIEKCHHUX YHCEJ, 3 OJJHOTO OOKY,
1 MHOXKMHOIO TOYOK a00 BEKTOpPIB IUIOIIMHH, 3 1HIIOTO, JIa€ 3MOTy KOMIUICKCHI YHCIIa
Ha3WBaTH BEKTOPAMH abO TOYKAMH 1 TOBOPUTHU, HAMPHUKIIAJ, PO BEKTOp a + bi abo mpo
TOuKy a + bi.

[TpoTunexHUM KOMIUIEKCHUM YHCIIaM BiJMOBIIAI0Th TPOTHIICKHI BEKTOPH.

2 I'eomeTpuyHe 300paKeHHs CYMHU I Pi3HHUII ABOX KOMIVIEKCHUX YHCeJI.

3 reoMeTpUYHO1 iHTepHpeTalii KOMIUIEKCHUX YUCEN Y BUTIISI/II BEKTOPIB
BUIIJIUBAE MOKJIMBICTh T€OMETPHYHOTO 300paKCHHS JT0TaBaHHS KOMITJICKCHUX YHCEIL.
BoHO 3HaX0IUTHCS /10 3HAXOKEHHS CYyM JIBOX BEKTOPIB 3a BIZIOMHUM MPABHUIIOM
napasesaorpama.

Hexaii mano qBa KOMINIEKCHUX YHCla Z, = a, + byl Ta z, = a, + b,i, IkuMm
BIMOBIAI0Th pajaiyc — BekTopu OA 1 OA (mamoHok 4). [ToOyayeMo Ha 1TUX BEKTOpax
AK Ha CTOpOHAax napayienorpam. Tozi 300pa’keHHAM CyMU KOMILJIEKCHUX YHCEIl Zq 1 Z,
oyne Bekrop OB (miaronans napanenorpama) CripaB/l, IpH J0JaBaHHI BEKTOPIB ixX
BIJIMOB1IHI KOOPAUHATH 0J1at0Th. Tomy, skiio Bektop OA, Mae koopauHaTu (a,;b,), a
BekTOp OA, (a,;b,), To iX cyma — BekTop OB — MaTHKe KOOpAHHATH (2,+a,;b,+b,).
BekTop OB BianoBigae koMmieKCHOMY 9HCIy (a,+a,) + (b;+b,), fKe € cyMoro yucen z,
12,.



3 MoayJib KOMILJIEKCHOTO YHCJIA.

MozyneM KOMILUIEKCHOTO 4ucia z = a + bi HasuBaeThes 3HaueHHs Va® + b% Yucno r
=V a% + b? nepeTBOPIOETLCS Ha HYJIb TLILKK 32 yMOB a =0, b =0.

Monynbs KOMIUIEKCHOTO 4yKciia a + bi mo3HayaeTbcsi cuMBoJIoM a + bi. OTxe, a + bi
=+ a2+ b

SIKI110 KOMIUIEKCHI YKciia MaloTh OJMH 1 TOH caMuid MOAYJIb, TO KiHIII BEKTOPIB, 5K1
300paxyroTh 111 YUCIIa, JIeKATh Ha KOJIi 3 IIEHTPOM Yy MOYAaTKy KOOPJMUHAT 1 pagiycoMm, 10
JOPIBHIOE X MOJYJIIO.

4 ApryMeHT KOMILIECHOIO YHCJIA.

Hexaii paniyc — Bektop OA 300pakye KOMIUIEKCHE YHCIIO Z = a + bi (quBIThCA
MaTioHOK 6). [To3HauuMo o KyT, sikuil yTBOptoe BekTop OA 3 10/1aTHUM HAMpPsSIMOM OCl
X. UucnoBe 3HaUEHHS KyTa 0, BAMIPSHOTO B pajiiaHaX, HA3UBAETHCS apTyMEHTOM
KOMITJIEKCHOTO yucia a + bi

S Po3B si3yBaHHsI BIPaB
[Ipuknaau: 3HAUTH MOJYJI TaHUX KOMIUIEKCHUX YHCE].
1) 5+71=+25+49 =/74;
2) —2-3i=4+9 = V13;
3) 8+0i=V64 =38;
4) S5i=5.

[Tpuxmamu: 3HaWTH TOJIOBHE 3HAYCHHS apTyMEHTY JaHUX KOMIUIEKCHUX YHCE.
1) z=1+;
Maewmo: tg a = 1. Ockinpku a = 1 Ta b = 1, pagiyc — BeKTOp, sSIKUii BIAMOBI1a€

JTAHOMY KOMILJIEKCHOMY YHCITy, HaJeXHUTh | uBepTi i TOMYy o - rocTpuit kyT. OTxe, =/
4.

2)  z=-2+2V3;
Maemo: tg o = 2v3/(-2) = -3. Tyr a = -2, b = 2+/3, T06T0 paniyc — BEeKTOp, AKHIA
BIJINOB1/Ia€ TaHOMY KOMIUIEKCHOMY YHCITy, HallexKuTh 11 uBepti. OTxe, o = 1 2/3.
3) =-1-i;
Maewmo: tg o = 1. Pagiyc — BekTop, 1110 BIAPOBIJIAE JAHOMY KOMIUIEKCHOMY YHUCIY,
Hanexuts 11 uBepti. OTxe, 00 =7 5/4.

4)  z=1-V3i;
Maemo: tg a = -V3. Tyt a= 1, b = -V3. Pagiyc — BeKTOp, 10 BiANOBigac qaHoMy
KOMIUJIEKCHOMY YuCiy, HalnexuTh [V uBepti. OTke, =m 5/3.



IpakTnune 3anaTTs Ne 3

Tema: [1ii HaJ KOMIUIEKCHUMHU YUCJIAMH B pi3HUX PopMax

MeTa: OBTOPUTH Ta 3aKPIMUTH il HaJl KOMIJIEKCHUMHU YHCIIaMH B PI3HUX (popmax.
BuxoByBaTu BMiHHS 1HAMBITYyaIbHOT pOOOTH

Metoam: CIIOBECHUH, MPAKTUYHUI

Ilnan:
1 Po3B s13yBaHHS MPaKTUYHUX 3aBJIaHb.

CTyAeHTH TOBHMHHI 3HATH: OCHOBHI (OpPMHM KOMIUIEKCHUX 4YHCEN, MIii Haj
KOMILJIEKCHUMH YUCIaMHU

CTyleHTH NMOBHHHI YMIiTH: 3aCTOCOBYBAaTH OCHOBHI MOHATTA 1 Gopmynu ang Aid
HaJ KOMIUIEKCHUMU YHCIIaMU B pI3HUX (hopmax

MarepiajibHO-TeXHiYHe 3a0e3MedeHHs] Ta AnAaKkTu4Hi 3acoou, T3H:
KaJbKYJISTOPU

Jlireparypa:
Banyue N.1. Marematuka st texHukymos, 1990. c. 88-92, 98, 103-113.

Teopernuni BitomMocTi:

Tema: Jlii Ha KOMIUIEKCHUMHM YHCIIaMH B Pi3HUX (popMax

TPUTOHOMETPUYHA ®OPMA KOMIMJIEKCHOIO YACNA

Posrnssuemo TpukytHuk OAM 1 3anumieMo Taki CIHIBBIJIHOUIEHHS MIX HOro
CTOpOHAaMHU:

a b .
— =cos@; — =sin@,
r r

3BIACH Z =a +bi =rcos@+irsin® 1o6ro maemo:



r =+a* +b? 4

9
z =r(cosy +

sing = - (2)

b
¢ =arctg—
a

a #0,

b)

[ToganHg KOMILJIEKCHOTO YHMCa y BUIJSAl (2) HA3MBAETHCS TPUTOHOMETPHYHOIO
(hopMOI0 KOMIIIEKCHOT0 YK CJIA.

Npuknag 3anucatd KOMIUIEKCHE uuciao 1+i y TpuUroHoMerpuuHii dopmi

(puc. 1.15).

® 3rigmHo 3 (2) Maemo:

A T
1 1+i r=1+1 =42 =7
0 Iox OTrxe,

Puc. 1.15 z:\/i cos%ﬂ‘sin% )

JlonaBaHHs 1 BIJHIMAHHSA KOMIUIEKCHUX YHUCEN MPOCTIIIE 1 3pYy4Hillle BUKOHYBATH,

KOJIM BOHM 3a/laHl B aireOpaiuHiii dopmi. [ns iHmmx anreOpaiuHux i 3pyuHilia
TPUTOHOMETPHUUYHA (opMa.

Hampuknan, I[OGYTOK JIIBOX YHCEN Z :rl(cosyl +isiny1) 1 z :rz(cosyz +isiny2)
IIOJA€THCA TaK:
2,2, :rlrzlcos(y1 +, +z’sin(y1 +y2))‘ :
MAHECEHHA KOMIMJIEKCHOIO YACJIA OO CTENEHA

CreneHeM p KOMIUIEKCHOTO YHCNIa 7(COs® +ising) ¢ qucyio z” =r"(cosp @ +isinp @),

ne p — Oynab-sike 1iae yucio. g ¢popmyina Jierko BUBOJIUTHCS 3a O3HAUYCHHSIM JIO00YTKY
KOMITJIEKCHHX YHCEIL.

I pnan 3HAUTH z©, AKIIO z =2(cos10” +isinl0%)
o 26 =26(cos6 10° +isin6 10°) =321 + /3i) @

1. SIko p = n (n — e uucno) i r = 1, micraemo popmysry Myaspa:

(cos@ +ising)” =cosng + (3)

Sxkmo p — ippalioHajgbHE, TO p-Ud CTEMiHb OYJb-SKOI0 YKCIA MA€ HECKIHYCHHY
MHO>KHHY 3HaY€Hb.



Mpuknan [Momatu sin3@ Ta cos3¢ yepes sing Ta cos.
® cos3q +isin3¢p =(cosq +ising)’ =cos> ¢ + 3 cos? sin i -
- 3cos@sin? ¢ - sin® i =cos® ¢ - 3cosgsin? @ +i(3cos? @sin - sin’ cp)
[IpupiBHIOIOYH BIAMOBIIHI a0CIIMCH Ta OPJIUHATH, T1CTAEMO:
cos3p =cos> ¢ - 3sin? ¢ cos ;

sin 3¢ =3 cos? sing- sin’ ¢, ®

2. HKHJ;Op = 1/7’1, MaeMo:

. 2ntk .
'{/r(coscp+ismcp) :W cos @, +isin @,
n n n (
: 4)
k=0,1,2,...,n—1
: 3HalTH z =i .
puKNag
T ..
® 3a popmyioro (3) »=v0% +1% =1, @ =7 Jlami 3riTuo 3 (4) (puc. 1.16):
v ox 37 1.
Zy :COS—+ZS1H—:—+Z—’ 1
4 4 2 2
7T R ] NCXNG X
Zy =coS|—+m|+i1sm|—+mw|| =~ —=-1— z
4 4 2 2 2
o Puc. 1.16

NOKA3HUKOBA ®OPMA KOMIJIEKCHOIO HACNA

®opmyaa Eiiniepa:  [¢" =cos¢ +ising.|
3rigHo 3 i€ (GOPMYJIOI0 KOMIUIEKCHE YHMCIIO MOXKHA IOJAaTU B MOKA3HUKOGII

Gopmi:
)

¢ CrpaBji, HexXai ¥ — MOJYJIb KOMIUIEKCHOTO Yucia z = @ + ib, a (¢ — TOJIOBHUH
apryment. Tomi

z=r(cosp + i sing).
bepyuu o yBaru dhopmyny Eiinepa, nicraemo:
z=re'. ®

Bracmueocmi:

1) R0 — o

b

o oM =cos 2kt +isin 2k
e(2kn+(pl) :ekaqul =e% o

2) ™ =I.

0p0EIag OOuncnuTH aiiCHE 3HAUEHHS i” .

AN EE s
® ' =|e? =e 2 =e 2 _©



IIpakTuyne 3ausarrs 4

Tema: Po3B'si3yBanHS cUCTeM JIiHIMHUX PiBHAHD 3a hopmynamu Kpamepa

Mera: BUBUMTH METO]l PO3B'SI3yBaHHSA CUCTEM JIHIMHUX PIBHAHb 32 (OpMyIamMu
Kpamepa. BuxoByBaTu BMIHHS 1HIMB1AyajabHOI poOOTH

MeTtoau: CII0BECHUN, IPAKTUYHUN

Ilnan:
1 Po3B'si3yBaHHs cucTeM JHIKHUX PIBHSAHB 32 popmynamu Kpamepa.

CTyaeHTH MOBUHHI 3HATH:
- METOU O0YNCIICHHS] BU3HAYHHUKIB;
- dbopmynu Kpamepa.
CryaeHTH NOBUHHI YMITH:
- 00YHUCIIOBATH BU3HAYHUKU PI3HUMH METOJIAMU;
- PO3B'sI3yBaTH CUCTEMHU JIIHIMHUX piBHSIHB 32 (hopmynamu Kpamepa.

MarepiajibHO-TeXHiUHe 3a0e3nedeHHsI Ta AnAaKkTu4Hi 3acoou, T3H:
KaJIbKYJIATOPH, pOOOUl 30IIUTH

Jlireparypa:
HNy6osuk B.I1.FOpuk I.I. Buma matemaruka.-K.:A.C.K.,2001.-C. 6-12.

TeopeTuuni BiiomocTi:
Tema: Po3B'sa3yBaHHs cucTeM JiHIMHUX piBHIHB 32 hopmynamu Kpamepa

PosristHemo cucteMy TphOX JIIHIMHUX PIBHSIHB 13 TPhOMA HEBIJOMUMH X, , X, , X3 :
anXx, +apx, +a,;x; =by;
Ay X +ayX, +ayXy =D, (1)

ay X, +ay;x, +as;x; =b,



(KOC(i)iLIiCHTI/I dan, adp, adiz, A2, A, da, Az, ds, dss, 1 BiJIBHi YJJICHU bl, bz 1 b3
BBA)KAIOTHCS 3aJJAHUMHU ).

KoedimienTn mpu HEBIAOMHX Xi, X2, X3 B cucTemi (1) MO3HAYaIOTHCS OJHIEIO
OyKBOIO a 3 JIBOMa IHAEKCaMH, JI¢ TEPIINi BIAMOBIIAE HOMEPY PIBHSHHS, a APYTHH —
HOMEPY HEB1IOMOTO.

o6 posw’sizatu cuctemy (1), 13 Koedili€HTIB TPH HEBIIOMUX 1 BUIBHHUX
CKJIAJalOThC BUBHAYHUKHU TPETHOIO MOPAIAKY A, A, As, As.

BusnauHuk A, IKuid HA3UBAETHCS UHAYHUKOM CUCTEMU, 3aTIACYETHCS TaK:

ay dyp Qg
A =la,, a,, ay, (2)
a3 ds; ds;

Busnaunuku Ai, A,, 1 A3, yTBOPIOIOTHCSl 3 BU3HAUHMKA (2) BIAMOBIIHO 3aMiHOIO
NEPILIOTO, APYTOro 1 TPETHOTO CTOBIIIIB CTOBMYUKOM BIIbHUX YJICHIB:

b, a, a; a, b a; a, a, b
Ay =b, ay ay 5 A, =lay b, ay ) Ay =lay ay, by,
by ay; ay a, by a a, a, b,

[Tpu po3B’si3yBaHH1 CUCTEMHU PIBHAHD (4) MOXKYTbh OyTH Taki TPU BUIAIKU:
1. A # 0, Toni cuctema (4) Mae €TUHUMN PO3B’SI30K:

A A A
X, :Xl, X, :Xz, X3 :X}- (3)
®dopmynu (3) HazuBarTh popmyramu Kpamepa.
1. Axmo A = 0, a npuHAliMHI OJHUH 13 BU3HAYHUKIB A;, A, A; HE JTOPIBHIOE

HYJII0, TO cucTeMa (4) po3B’sI3KIB HE MAE.
2. SAxmo A=0,1 Ai=0, A,=0, A= 0, To cuctema (1) mae 6e37114 po3B’SA3KIB.
Ilpuknao. Po3p’s13atu cuctemMy piBHSHB 3a hopmynamu Kpamepa:
x-y+z=0;
2x + y +z =5;
2y - z =3.
Po3zs’sazysanns.
3HaxXO0IUMO BU3HAYHUKH A, A, A, A_:

1 -1 1 0 -1 1
A=2 1 1|=-1 A,=ls 1 1|=1,
o 2 -1 32 -1
1 0 1 1 -1 0
A, =2 5 =-2 A.=]2 1 5 =1
0o 3 -1 o 2 3
3a dopmynamu (3)
A -1 A, - A -1
x = X:—:]’ y:_}:_2:2’ z=——=2=—— =],
A -1 A -1 A -1
Po3B’si3aTi cucTeMU pPiBHSHB:
2x,- x, - x; =4, X +x, +2x; =-1,
1. 3x, +4x, - 2x; =11, 2. 2x, - x, +2x; =-4,

3x, - 2x, +4x; =11. 4x, +x, +4x; =-2.



3x1 +2x2 +x3 :5, X, +2x2 +4x3 :31,
3. 2x, +3x, +x; =1, 4. 5x, +x, +2x; =29,
2x, +x, +3x; =11. 3x, - x, +x; =10.

IIpakTyHe 3aHATTA S
Tema: Matpui. Jlii Hag MaTpuLsiMu

Meta: BuBueHHsI OCHOBHUX MOHSATH T€OPii MAaTPHULIb Ta MATPUYHOTO
METO/y PO3B'SI3yBaHHS CUCTEMU JIHIMHUX PIBHSAHb. PO3BUTOK JIOT1YHOTO
MUCJICHHsI, YBaru, mam'siti. BuxopaHnHs cTapaHHOCTI, BiJIIOBIIaJIbHOCTI.

Metoau: CioBecHU, MPAKTUYHUN

Ilnan:
1 il Hax MaTpULISIMHU.
2 IlpakTuuHe 3aBIaHHS.
CryaeHTH NOBUHHI 3HATH:
- [TpaBuia 3HaXOKEHHS CYyMH , PI3HMII, TOOYTKY Ta YaCTKH;
CryaeHTH NOBUHHI YMITH:
- BuxonyBaTu aii Haj MaTpuLsMU

MarepiajibHO-TeXHiUHe 3a0e3nedeHHsI Ta AnAaKkTu4Hi 3acoou, T3H:
KaJIbKYJIATOPH, poOO0Ul 30IIUTH

Jliteparypa:
Hy6osuk B.I1., FOpuk I.I. Buma matemaruka.-K.:ACK, 2001.- ¢ 13-18, 24-
25.

Cymoro mampuyp A 1 B € marpuns C 3 eneMeHtamu S =4; *b, Omepartis
JI0JTaBaHHSI MaTPHUIIh MOXJIHBA JIUIIE JJIT MATPHUIh OJTHAKOBOTO PO3MIpY.

Jlobymkom mampuyi A Ha yucio k € matpuisi B 3 enementamu b; =ka;

Jlooymkom mampuyi A po3Mmipy m Xn Ha Matpuio B po3mipy n Xk € MaTpuIls
C , po3MipoM m Xk , €1IEMEHTH SIKOi OOUHCIIIOIOTHCS 32 (POPMYJIIOIO
¢y :ailblj +a,‘2b2j +...+ambnj

(TOOTO enemMeHT €y, AKUU CTOITh B i-My PSAKY Ta j-My CTOBOII MaTpuiil C,
JOPIBHIOE CyMi TOOYTKIB €JIEMEHTIB I -TO PSAAKa MaTPHUIll A Ha BIAMOBIIHI €JIEMEHTH j-TO
cToBrIsl Marpuill B). Omepailis MHOXEHHS JIBOX MaTPHIIb MOXJIMBA JIMIIE 32 YMOBH,
KOJIM KUIBKICTh CTOBIIIIB MEPIIOT MATPUIIl A JOPIBHIOE KITBKOCTI PAIKIB JPYTroi MaTpPHIIi



B. Onepauiﬂ MHOXCHHA MaTpUlb HC KOMYTATHBHA, TOOTO Impu MHO>KEHHI MaTpullb HC

MO’KHA MIHATH MICIIMH MHOXHUKH:
AB #BA .

Cnipn Big3HaunTty, mo AE = EA = A.

IIpakTH4YHe 3aBIAHHSA:
3HaiiTu ceMy Ta JOOYTOK MaTpHULb:

5 -1 7 3 2 -1
A=13 2 3 =1 2 o9
2 4 6 11 2

IpakTruHe 3aHATTA Neb
Tema: MaTpuyHuii MeTOJ] pO3B'I3yBaHHs CUCTEM JIIHIMHUX PIBHSHb

Meta: BuBueHHs MOHATTS 00€pHEHOT MaTPHUIIl 1 MATPUYHOTO CTIOCOO0Y
PO3B I3yBaHHS CUCTEM PIBHSHb

Metoa: cioBeCHUN , TPAKTUYHHAN

ILnan
1 OGepnena maTpuus

2 MaTpu4HHil METON

CTy/eHTH MOBMHHI 3HATH: aJITOPUTM 3HAXOJIPKEHHS 0OCPHEHOI MaTpHI], 1
PO3B I3yBaHHS CUCTEMU PIBHSHb

CTy/leHTH MOBMHHI YMITH: PO3B 3yBaTH CUCTEMY PIBHSHb MATPUYHUM CIIOCOOOM

MarepianbHo-TexHIYHe 3a0e3Me4YeHHs Ta TUAaAKTHYHI 3aco0u, T3H:
o0YHMCITIOBaIbHA TEXHIKA

Jlireparypa
1 dy6osuk B.I1., FOpuk L.I. Buma maremaruka.-K.: ACK,2001.-C. 24-25.

3 -10
-2 1 1
2 -14

.

1 IToGymyBaTn MaTpuiIlto, 00epHEHY 10 MaTpPHIII
* O0YHCINMO:

3 -10
-2 1 1
2 -14

3 -10
-2 1 1
10 -5 0

3 -1
=110 - 5‘ =15-10=5, A(4) #0 — oGepHEHA MATPHIIA




A z‘—ll 411‘:5”412 — ‘_10 A =5 =0, =] 2‘24’
A, —‘2 0‘—12 Ay =-|3 H:l,
Az, :‘-11 (1)‘:'1,1432 :"_2 1‘:'3,1433 :‘_32 -11 =1,

E
Co1f3 4 -1 2 3

A =—|10 12 -3|=2 — -—]|.
Slo 11 55
1 1
0o -~ =
5 5

ITepexonaemocs, mo wmarpuus A ', moOymoBaHa HaMM, CHpaBii € OOEPHEHOKI M0
Martpulil 4. 3HalieMo 44" :

;4L
3 -10| 5 3 (100
A4 =[-2 1 1|]2 = -Z|=[0 1 0
2 -1 4 ?15 0 0 1

0o - =

5 5

e —
. —— — =%

METO/1I0M 0OEPHEHOT MaTpPHIII.
¢ 3anuieMo CUCTEMY B MAaTPUUYHOMY BUTIISIAI 4X =B, nie

3 -10 X, 1
A=[-2 1 1|, X=|x|, B=|-1|.
2 -1 4 p 4
3

Hns marpuiii 4 obepHeHy MU TOOyJyBaJid B TMOINEPEAHHOMY MPHUKIAIl, TOMY 3a
dhopmyoro (1.7) maemo:

4 1 4 4
1 = -= - —+—
i 152 gl 152?2 :
X=|x, =2 = -2||-1|=]2-=+2] = 2
5 5 4 5 5 i
x - -
3 Oll Oli
5 5 5 5

Otxke, x;1 =1, x, =2, x3 =—1 — pO3B 30K CUCTEMHU.

IIpakruune 3ansarTTst 7

Tema: Po3B'si3yBaHH 3a7a4 Ha IPSAMY 1 TUIOIIUHY.



Merta: [IoBTOpUTH Ta 3aKPITUTH OCHOBHI ()OPMYJIM PIBHSHB NMPSIMUX HA
IJIOIIMHI 1 B IPOCTOPI Ta PIBHAHB IIOMIMH. @OpMyBaTH BMIHHS Ta HABUKU
3aCTOCYBaHHS PIBHAHb MPSMUX Ta TUIONIMH MPU PO3B'A3yBaHHI 3a/1a4.

Metoau: CnoBecHU, MPAKTUIHUI

ILnan:
1 Po3B’s13yBaHHs BIIpas.

CryneHTH IOBUHHI 3HATH:

- PIBHSIHHA NPSMHUX HA TUIOLIUHI;

- pIBHSHHS IUIONIUHU;

- YMOBH MapaJIeIbHOCTI Ta MEePIICHINKYISAPHOCTI IPAMHUX Ta IJIOIIHH.

CryieHTH NOBUHHI yMITH:
- CKJIAJaTH PIBHSHHS NMPSIMUX Ta IJIOMINH;
- BU3HAYaTH KYyTH M1k IPSIMUMHM Ta TUIOUMHAMH, BIJICTAHb BiJ] TOUKH 10

MPSIMO] Ta TUJIOLIUHH.

MarepiaibHO-TeXHIYHe 320e3Me4eHHs Ta AWIaKTH4Hi 3aco0u, T3H:
Oo6uuncnoBanbHa TEXHIKA, KPECIIPChKI IHCTPYMEHTH, KapTKU 1H/IMB1yaIbHUX
3aB/IaHb

Jliteparypa
Banyne U.H. Maremaruka juist TexHuKymoB, 1990, c. 119-144.
Hy6osuk B.I1.FOpuk I.I. Buma maremaruka.-K.:A.C.K.,2001, ¢ 76-88.

TeopernuHni Bizomocri:
Tema: Po3B'si3yBaHHA 337]a4 HA IPSIMY 1 TUIOIIUHY.
Buau piBHSIHb Ha TUIOLIMHI:
y =kx+b ne k =tgep. PIBHAHHSA NPAMOI 3 KyTOBUM KOe(DilliEHTOM
|y - ¥, =k(x- x,)| piBHSHHS IIPSMOI, IO MPOXOIUTH Yepe3 3aAaHy TOUKY
Y-nn _X-Xx
X1~ Xy Xp~ Xy
1), Mo (x2, 2)
SKmo 3a1aHo BeKTOp S = /. m| | mapanensHuil AesKiit npsamii, i Touky Mo(xo, o) Ha

.o .o . . L lx-x y-y
1Y IpsIM1U, TO PIBHSIHHS IIPSIMO1 MOXKHA 3allMCaTH y BUTJTISAA1 7 0 = 0.
m

PIBHSIHHS MPSIMO1, 1110 TPOXOAUTH Yepe3 JBi 3adaHl Touku M,(x,

XX =,
a b
X=Xy _ V=Yg _2° 2,
I m  n
Ax + By +C =0, 3arajgpbHe PIBHSHHS MPSMOI.

PIBHSHHS MPSAMOi Y Bi/Ipi3KaxX Ha OCSX.

KaHOHIYHE PIBHSHHS MPSMOI.




A, A, + B|B, .
A + B} |42 + B2
Al _Bl

YMOBa napanenbHoCTi npsamux &1 =k., — ==
2 2

kz'kl

; e =—2_ "1 |cosO=
Kyt Mk npsmumu: 189 =1+ Tk,

YMOBa NEPHEHUKYISAPHOCTI MpsAaMux K2 = = 2=, A4, + BB, =0
1

) . . Ax, + By, +C
BijcraHp Biji TOYKH 70 MPSAMOT | . s |
+

3aranpHe PiBHAHHS IUIOIIUHH |4x + By + Cz + D =0]

|A(x - X9)+B(y- y)+C(z- zp) =0-| PIBHSIHHS TUIOLIMHH, 1110 MPOXOJUTH Yepe3 3aaHy
Touky Mo(Xo, Yo, Zo) TIEPIEHIUKYISPHO 0 33JJaHOT0 BeKTopa N =| 4, B,C| |

PiBHSHHS TUIOIIMHM, IO TPOXOAUTH YePe3 TPH TOUKHU:

X=Xy y-n Z-Z

Xy =Xy Yy- )y Zp-z|=0.

X3~ X1 Y3~ Vi 23~ Z;

d:|Ax1+By1+Czl+D|
\/A2 +B2+C? .

Bigcrans Bif TOYKH 0 IUIOMIMHA

IIpakTuHe 3aBIaHHSA
1. 3HaliTu pIBHAHHS TPSIMOi, sIKA MPOXOAUTH Yepe3 ToukKy (— 2, 1) 1 HaxwiIeHa mija

kytoM 30° 10 npsmoi x — 2y = 3.
2. Ckiactu piBHSAHHS [pAMOi, MO yTBOpro€ KyT 45° i3 mpsaMoro
3x +y—2 =0 Ta npoXoIuTh Yepe3 TOUKY NEPETHHY I11€T MPSAMOT 3 BICCIO OpAMHAT.
3. Ha mpsimiit 3x — 3y — 7 = 0 3HaiiTH TOUKY, pIBHOBIIANIEHY Bia TOUOK (3, —4) 1
(7, 2).
4. KoopiuHaTH KiHI[IB OJIHI€T 31 cTOpiH KBajapata: (—3, —3) 1 (5, 3). 3HailTu piBHIHHS
HOT0 CTOpIH.

IpakTuyne 3aHATTH 8
Tema: Po3B'si3yBaHHs 3a71a4 Ha KPUB1 APYTOTO MOPSIIKY

Mera: [ToBTOpUTH Ta 3aKPIMTUTH OCHOBHI (POPMYJIM KPUBHUX JIPYTOTO
nopsiky. @opMyBaTu BMiHHS Ta HABUKH 3aCTOCYBAaHHSI PIBHSHB IPSIMUX Ta
TJIOIIMH TIPY PO3B'sI3yBaHHI 3a/1a4.

Metoau: CnoBecHU, MPAKTUIHUI



ILnan:
1 Po3B’si3yBaHHs BIpaB.

CryaeHTH IOBUHHI 3HATH:
- PIBHSHHS KPUBUX JAPYTOTO MOPSIAKY

CryaeHTH NOBUHHI YMITH:
- CKJIQJaTH PIBHSHHS KPUBHX JPYTOro MOPSAKY;
- O0OYMCITIOBATH EKCIICHTPUCUTET EJIiTca Ta rinepoosu.

MarepianbHo-TexHiYHe 3a0e3Me4eHHs Ta IMIAKTHYHI 3aco0u, T3H:
KaJIbKYJIATOPU, KPECIAPCHKI IHCTPYMEHTH, poOO0U1 30IIUTH

Jliteparypa
Banyue N.1. Marematuka s texuukymoB.-M.: Hayka, 1990.- C. 145-171.
Hy6osuk B.I1.FOpuk I.I. Buma marematuka.-K.:A.C.K.,2001. —C. 97-110.

Teopernuni BizomMocTi:
Tema: Po3B'si3yBaHHs 3a71a4 PO KPUBL APYTroro MOpsaKy

Eninc. O3nauenns. MHOXUHA TOUOK TUIOIIMHY, JJIA SIKUX CyMa BiJICTaHEH B1J JBOX
3aJlaHUX TOYOK, 110 HA3UBAIOTHCA oKycamu, € BETUUMHA CTalla i Taka, 110 JOPIBHIOE 2a 1
OlsIbIIa, HIK BIJICTaHb MK (POKyCamMu, HA3UBAETHCS eliNCOM.
M Ha  puc. 2.16 3o6paxeno F, (-, 0),
() F> (¢, 0) — doxkycu eminca, M (x, y) — TOYKa MHOXUHH, SKa
3aJI0BOJIBHSIE O3HAYECHHS, TOOTO |MF\|+|MF,| =2a, mpuuomy 2¢ <
<2a=>a>c.

Puc. 2.16

Tomi
2 2
2—2 +g—2 =1 (2.20)
KaHOHIUHe PiBHAHHA elirca, ae b* = a* — ¢
PosrnstHemo reoMeTpuuHMIA 3MICT MapaMeTpiB, MO BXOnATh B piBHAHHS (2.20).
Axmo x = 0, y = = b, To6T0 Touku (0, b) 1 (0, — b) € TOUKaMu MEPETUHY €JIiTca 3 BiCCIO
Oy. Binpi3ok 3aBJOBXKH b Ha3uWBalOTh MaJIol MmiBBiccio eninca. [Ipu y = 0, x = + a 1
BIJIITOBITHO (a, 0);
(— a; 0) € Toukamu niepeTuHy eminca 3 Biccro Ox. Binpi3ok 3aBIOBXKKHU a — BEJIMKA MiBBICH
eminca. 3 mapHocTi Bupasy (2.20) 3a x 1 3a y BUIUIMBAE CUMETPIsl eirnca BITHOCHO ocelt Ox

1 Oy. Ha puc. 2.16 300pakeHo emiric.

. . C .
Excuentpucuret eninca — 1€ BIIHOWIEHHS & =~ 332 O3HAYCHHAM ¢ < a1 e€l0, 1).
, ct at- bl 2

. b
Ockinpkn & =— =———=1-

b .o . .
. 10— =Vl- e’ . 3 OCTaHHBOI PIBHOCTI BHILIMBAC
a




TCOMETPUYHHUI 3MICT EKCIICHTPHUCUTETY, SKWUH TOJIATaE B TOMY, IO BiH XapaKTepU3Ye
cmyninb sumsenymocmi eninca. Tak, mpu e =0= a =b Ma€eMO KOJIO, SKIIO &€ HaOIMKAETHCS
JI0 OJMHUII, TO BIJHOIICHHS JOBXKHHM IIIBOCEH eJliIca cTa€ MajuM, TOOTO eJIiIC
BUTATYETHCS B3I0BXK 0ci OX.

I'inep6oaa. O3nauenns. MHOXWHA TOYOK IUIOIIMHH, IS SKAX MOAYJb PI3HHUII
BiJICTaHEW BiJ JIBOX 3aJaHUX TOYOK, IO HA3MBAIOTHCS (POKYCAMH, € BEIIMYNHOIO CTAJIOI0,
sKa JTIOPIBHIOE 2a 1 MEHIIIA 3a BIACTaHb MK (POKyCaMH, HA3UBAETLCSA 2inep0o.ior.

Cxopucraemocs puc. 2.17, 3 axoro 6aunmo, mo touku Fi (— ¢, 0) 1 F> (¢, 0) —
¢dbokycu rinepbonu, Touka M (x, y) — TOYKAa BHU3HAYEHOI MHOXHUHU. Toi
||1\//Fl | - |MF'2|| =2a.a < c

KanoHiuHe piBHSHHSA rinepOoiIu Mae BUTIIS;
2 2

z—z-)b;—ZZI, ne b*=c-a.
! Hocnigumo 3100yTe piBHAHHA. ['imepOosia He mepeTHHaE
RN\ . BICh Oy. [Tpu y = 0;
x = == a 1 Touku (—a, 0); (a, 0) — TOU-

Kd TiepeTuHy 3 Biccio Ox. PosrisHeMo mie piBHSHHS HPSAMUX

b, axi nmani HasuBaTUMEMO acumnmomamu 2inep6onu.
a

BpaxoBytoun cumetpito BinHocHO oceit Ox 1 Oy, Oyayemo rpadik
rinepOoIn, KUl 300paKeHO Ha PUCYHKY

y

Biapizku 3aBAOBXKM b 1 a Ha3uBaIOTh BIANOBITHO VAG6HOK 1 OIlICHOW OCAMU
einepbonu.

. C .
Excuentpucurer rinepOonu e=—,ale ¢ > alce >1. bepyuun n0 yBaru, wmio

2

b

2 2 2

. c a +b

¢’ =a* + b, micraemo: ¢* =— =——— =1+
a a

3 OCTaHHBOI PIBHOCTI BUIUIMBAE, LIO Ui TiNepOOIM €KCUEHTPUCHUTET XapaKTepU3ye
CTYIIHb HaXMJTy BITOK rinep6oiu 1o oci Ox.

b
,a00 —=ve’ -1,
a

JIB1 mOpsiMi, PIBHAHHS SKHX X == —; X =

€

a
— , Ha3MBAIOTBCS OUpPEeKmpucamu
€

exinca i rinepoomu. [l eninca 0 <e <1 i BIHOIICHHS _ >, TUPEKTPHCH elirca — Ie ABi
IpsiMi, 110 PO3MIIIEHI CUMETPUYHO BIAHOCHO oci Oy 1 MpoXOoAsATh 30BHI emirnca. J[ns

. . . a . . .
rinepbomu € > 1 1 BiHOIICHHS 2 <. ToOro nmupektpucu rinepOOIH PO3MillIEHI

CUMETPUYHO BITHOCHO oci Oy 1 JIeKaTh MIXK BITKaMU TiepOOIIH.

Jnist eninca 1 rinep6oiau MOXHa CPOPMYITIOBATH BAXKJIMBE TBEPAKEHHSA: SAKIIO ¥ —
BIICTaHb BiJ JesAKOI TOYKH ejinca ado rimep6osm a0 Oyab-akoro ¢okyca, a d —
BIICTAaHb BiI Li€l caM0i TOYKHM /10 JUPEKTPHUCH, SIKA BiANOBiZae mpbomy (okycy, To
r o . r
— Craje ii I0piBHIOE eKCHEHTPUCHTETY, TOOTO & = .
Po3rnsiHyTe TBEpAKEHHS MOKHA MIOKJIACTH B OCHOBY O3HAYEHHS LIUX JIIHIN.

BiTHOLIIEHHS

O3nauenns. MHOXHWHA TOYOK, JUISl IKUX BIJHOIICHHS BijcTaHed Bix ¢dokyca 1 10
BIJIMOBIJTHOT JUPEKTPUCH — BEJIMYKMHA CTaJIa, 10 JOPIBHIOE EKCIICHTPUCUTETY €, € elinc,



AKULO € < 1, ] einepbona,
axkwo € > 1.

IMapaGona. Osnauennsi. MHOXHMHAa TOYOK IUIOIIMHHU, IO MICTATHCS Ha OJHA-
KOBI1H BiJICTaH1 BiJl JaHOL TOYKH dokyca
1 JaHOL IIPsAMO], sKa HE MIPOXOAUTH ye-

pe3 POoKyC 1 HA3UBAETHCS OUPEKMPUCOI0, € Napadod.

I
L
M(x,y)

|

| |

| |

! !

T 0 '

ENCE

| 2

|

I
3a o3HauYeHHAM ¥ = d, oTke (uB. puc. 2.18):

2

+y? =x +§, abo y* = 2px

S

x—£
2

— KaHOHIYHE piBHSAHHA mnapabonu, komu € = 1. [lapabGoma cumerpuuna oci Ox,
MIPOXOJIUTH Yepe3 MOYATOK CUCTEMH KoopauHaT. Ii rpadik momano Ha pUCYHKY

Kono. Jlo xpuBHX Jpyroro MOpSAKY HAJISXKHTh 1 J00pe BigoMa JiiHIS, sKa
Ha3UBAETBLCS KOJIOM.

Osnavenns. MHOXKHHA TOYOK, IO MICTSITHCS Ha OJHAKOBIM BIACTaHI BIJ
3a7JaHO1 TOYKM — IIEHTpa, HA3UBAEThCSI Koaom. 3a o3HaueHHsM OM =R abo
\/(x-a)2+(y-b)2 =R,

[TigHicM 0OMIB1 YaCTHHU PIBHSIHHS 0 KBaJipaTa, JICTAHEMO:
(x—af + (- bf =R
— KaHOH14YHe piBHAHHSA KoJa. TyT (a, b) — xoopauHATH 1IeHTpa Koia, R — Horo

pazaiyc. Po3kpuBIIM qyKKH B JiBi# yacTuHi (2.21), nictraHeMo, O4€BUAHO, PIBHSHHS
JPYTOTO CTEINEeHs, TOOTO KOJIO — TaKOX KpHUBa APYroro MOpsakKy.

[IpakTruHe 3aBIaHHS

1. 3naiinemo koopauHatu okyca napadbonau v =x2 - 2x.

bepyun » +1=x,, x- 1=y, micraneMo piBHSHHA mapadonu Bugy (1) yi =x;.
Ockinbku 2p =1, p =%, TO oKyC F' Mae KOOPIAUHATU X, =%, » =0. Orxe,
3

e

2. 3HallTH KaHOHIYHE PIBHSHHS €JIifca, KOJIH BIIOMO, 110 » =3, & =0.8

3HaXOJMMO KOoOpaAuHatu (pokyca x =1, » =-



. _ C __ _ .
Maemo piBusiHHS @ - b? =c?, 4 =08 b =3, 3 sKux BU3HAYAEMO g = 5. PiBHsHHS

€JIIca noJaeThbCs Tak: ST +3—2 =1.
2 2
3. 3Hai imep6omu — - 2 =1
. SHAUJIEMO EKCIIEHTPUCHUTET TIIEP 23 .

Maemo: a=4, b =3, c¢> =4% +3% =57, ¢ =5, ¢ :% =1,25

4. J1aHO pIBHSIHHS AUPEKTPHUC Tiepooan x ==2 | BiACTaH1 Mk (OKycamMu SKOi

nopiBHIOKOTH 10. 3anucaTu KaHOHIYHE PIBHSAHHSA rinepOoH.
2

3 piBHOCTE# “— =2, ¢ =5 3HAXOMUMO «> =10, b*> =c? - a*> = =25- 10 =15 a nami
C
. x2 y2
3aMACYEMO PIBHAHHS —— - ~= =1

IIpakTuune 3ansarrs 10
Tema: TudepenmitoBanus QyHKIIIHI

Merta: [ToBTOpUTH Ta 3aKPIMTUTH TTOHATTS TMOXITHOT, MEXaHIYHUN Ta
reOMETPUYHHI 3MICT MOX1IHOI, TpaBmiIa qudepeHitiroBanHs. @opMyBaTu
BMIHHA Ta HABUKU 3aCTOCYBaHHS MPAaBHI AU(PEPEHIIIOBAHHS IPU
3HAXO/PKEHHI MOXIAHUX (PYHKITIH.

Metoau: CnoBecHU, MPAKTUIHUI
ILnan:
1 Po3B’s13yBaHHS BIIpas.

CryneHTH IOBUHHI 3HATH:
- O3HAYCHHS MOXITHOI;
- MEXaHIYHMUU Ta TEOMETPUYHMIA 3MICT MOXITHOT,
- PIBHSIHHS JOTUYHOI 10 rpadika GyHKIII;
- mpaBwia qudepeHIlIOBaHHS; TAOJIUINIO TTOX1THUX.
CryaeHTH NOBUHHI YMITH:
- 3HAXOJUTH MOXITHI (PYHKITIH;
- 3HAXOJWTH PIBHIHHS JOTUYHOI /10 Tpadika GyHKIIIT,
- 3HaXOJUTH MBUAKICTh MaTePiaIbHOT TOUKH.

MarepianbHo-TexHiYHe 3a0e3Me4eHHs Ta IMIAKTHYHI 3aco0u, T3H:
KAJIbKYJISITOPU, KPECIAPChKI IHCTPYMEHTH, pOOOY1 30IIUTH



Jliteparypa
Banyue .M. Maremaruka juis TexaukymoB.-M.: Hayka, 1990.- C. 205-211.
Hy6osuk B.I1.FOpuk I.I. Buma maremaruka.-K.:A.C.K.,2001. —C. 191-200,
204-209, 211-218.

TeopernuHni Bizomocri:
Tema: ludepenuiroBanus GyHKIIMA

Ilpapuna nucepeHuilopanng
(f(x) £ g(x)) = (%) £ g'(x);
(Cf(x)) = C - f(x);
(F(x) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x);

(L(__x_)) £2) - g0) — ) - 2'(%)

ex) | g% (x)

lim 2 =lim req =tee =k i e i
i A gy =igy =k KyTOBUM KOe(III€HT JOTUYHOT

Tabnuiisg moXiTHUX eleMeHTapHUX QYHKINHI

1. TIloxinHa crenmeHeBoi PyHKuil

y=x“: y =ox*"', a€R

2. IToxigHa MOKA3HUKOBOI PyHKIIIL

y=a*: y =a* Ina;
y=e*: y =e".

3. IToxigna Jorapudmivynoi pyHkuii

, 1
y=log,x: y = ;
xlna
, 1
y=lnx: y =—.
X

4. IoxiaHi TPUTOHOMETPUYHMUX PYHKIIH

y=sinx: y =cosx;
y=cosx: y =-sinx;
, 1
y=tgen Y E—g—;
cos” x
, 1
y=ctgx: y = ——.
sin” x

Ioxinna ckaagnoi pyHkuii v =7/ (@(x)) :
v =S @] =7 @)@ x)



CepeaHst IBUAKICTD
CepenHs MIBUAKICTH T, 110 PYXA€EThCS B3IOBXK JIESAKO1 JI1HIT, BU3HAYAETHCS 32
dbopmyIioro

, ZAs _fE+An- f(O)
At At '
MuTTEBa MIBHAKICTH
MUTTEBOIO MIBUAKICTIO TUIA, IO PYyXaeThCs B3JOBXK JIHII § = f(f), Ha3UBA€ThCA

noxigHa GyHKII s = f{¢) 3a yacoMm ¢:

_ds _ .
v=22=r0.

lv- ¥ =/ (x)(x - x) .| piBHSIHES 1OTHUHOT 10 rpadika GyHKIi

3HalTHh TOX1aH1 GYHKIIN:
y
1 7x) =7(x%) =755 =35x*
2.y =x’+7x*-5x+4
Y =(x*+7x% - 5x+4) =(x*) +(7x*) - (5x) +(4) =3x> +14x- 5+0
3.y=("+1) Inx.

(x> +1) lnx} =(x>+1D)'Inx+ (x> +D(Inx) =2xInx + (x> +1)l .
- x

y' =
x* +1
4.y = 5,.
[ xPH1) (P HD (-5 (P +D(xP-5)
S I (x* - 5)° -
2x(x* - 5)- 2x(x*+1) _-10x-2x _ - 12x
(x> - 5)° (-5 (x*-5)°
5. y=Jx*-10";
g(x) =u =x-10%; f(u) Z\/;;
4 x
y,:2\1/5(5x4_ 10 In10) :%.

1
6. ¥y =cos’(In2x)tg—
x
. 1 ;
BizpMeMo: u =cos’(In2x), v =tg—. Toxi 3a mpaBunoM
. 3 . 1 3 1
vy =(cos” In2x) -tg— +cos (ln2x)[tg—] .
X b

. o1 :
DyHKIT cos’ In2x 1 tg;— CKJIQIH1.
(cos®(In2x)) =3 cos”(In2x) -(cos(In2x))” =

. , . 1
=3 cos”(In2x)(- sinIn2x)(In2x)" =-3cos*(In2x)sin In 2x2— -2,
x
11y
2 1 lx
cos” — cos” —
X X

1 1 1
tg—
X




. 1 > . . .
TR Hexan s =5gt — PIBHSHHSA BUIBHOI'O PyXy TlIa, g€ — IPHUCKOPCHH:

HOro BUIBHOTO MajaiHHSA. 3HAWTU MUTTEBY IIBUJKICTh TUIa B OYyAb-SIKUIM
MOMEHT 4acy; y MOMEHT 4acy ¢ =2 C.
¢ 32 O3HAYCHHSIM MaEMO

3okpemMa, SKIIo ¢ = 2, TICTAEMO:
v=g-2=98-2=19,6 m/c
Mpwinag Hanwcaru piBHSHHS JOTHYHOI 10 KpUBoi y = x° y Touri M(1; 1).
® Ockinbku y* = 3x%, TO KyTOBHI KOE]IL[i€HT JOTHYHOI
YViea =(3x?) e =3
PiBHsHHS qoTHYHOT Oyae Take: V- 1 =3(x- 1) abo » =3x- 2,

IIpakruune 3ansatrs 11

Tema: [locnimxenHs GyHKIIN Ha eKCcTpeMyM. 3a/1ayl Ha HalOUIbIIe Ta
HaliMeHIle 3HaYeHHs1 QyHKIIIT

Mera: [loBTOpHTH Ta 3aKPIMTUTH TOCTaTHI YMOBH MOHOTOHHOCTI Ta
excTpemymy (pyHkiii. @opmyBaTH BMiHHS Ta HABUKU 3aCTOCYBaHHS
mudepeHITiaTbHOTO YUCICHHS JI0 TOCIKEHHS HA MOHOTOHHICT®,
EKCTPEMYMH Ta HAUOLIBIIE 1 HAtMEHIIIe 3HAaYeHHs (PYHKITIT Ha BIJIPI3KY.

Metomm: CiaoBecHUil, MPaKTUYHUAN
ILnan:
1 Po3B’s13yBaHHs BIIpas.

CryneHTH IOBUHHI 3HATH:
- mpaBwia qudepeHIitoBaHHS; TaOJIUIII0 TOX1HUX;
- YMOBU MOHOTOHHOCTI Ta eKCTpeMyMy (yHKIIII.

CryaeHTH NOBUHHI YMITH:
- HocnimkyBatu GyHKIIIT HA MOHOTOHHICTh, EKCTPEMYMHU, HAUOLIbIIE Ta
HaliMeHIIe 3HaueHHs (yHKIIII.

MarepiajibHo-TexHIYHe 3a0e3ne4yeHHs Ta TuIaKkTH4Hi 3acoou, T3H:
OJTiBEIlb, POO0Yi 30ITUTH
Jlireparypa
Banyne M.1. Maremaruka jyis TexuukymoB.-M.: Hayka, 1990.- C. 226-227.
Hy6osuk B.IL.FOpuk L.I. Buma maremaruka.-K.:A.C.K., 2001. -C. 221-227,
236-240.



TeopeTuuni BitomocTi:
Tema: [locmimxenHs GyHKIM Ha eKCTpeMyM. 3a/1ayl Ha HaHOLIbIIe Ta

HaiiMeHIIe 3HAYeHHS QYHKIIT
IIpasunna audepeHilOBaHHA

(f(x) £ g(x)) = (%) £ g'(x);

(Cfx)Y =C-f'(x);

(F(x) - g(x)) = f(x) - g(x) + f(x) - g'(x);

f@)) _ ) 8(x) - f(x) - £'x)
g(x) g% (x)

li Ay —lim few =tom =k o .. ..
A}%B}) Ax _Ag% 8@ =Ig@ =K KYTOBUH KOCCI)IHleHT JOTHUYHO1

Tabnuiisg MoxiAHUX eleMeHTapHUX QYHKIIIHI
2. Iloxigna cremeHeBol PyHKUIil

y=x": y =ox“", aER
2. IToxinHa MOKAa3HUKOBOI PyHKIIT

y =a* Ina;

y=a":
y=e": y =e.

3. IloxigHa Jorapugmivynoi pyHkuii
y=log,x: y = ! ;
xlna
;1
y=lnx: y =—.
X

4. IToxigHi TpuroHoMeTpuYHUX GyHKIIN
y=sinx: y =cosx;
y =cosx: y =-sinx;
, 1
y=tge:r Yy =———;
COS X
1

sin’ x

y =ctgx: y =-

Ioxigna ckiaagnoi pyHkuii v =/ (9(x)) :
v = @) =, (@(x)e (x)

JOCJIJ)KEHHS ®YHKIII HA MOHOTOHHICTH
1. 3naittu Hym QyHKii f (x), TOOTO KOpeHi piBHSIHHS [ (x) = 0 (AKIIO BOHH €), i
po30utu iHTEepBan (a; b) 3a JOMOMOrOI0 3HANMACHUX KOPEHIB Xi, X2, ..., Xk
a < x1<xy<...<xx<b,HainrepBan (a; x1), (x1; X2), ..., (Xe_1; Xr), (xXx; D).



2. Bu3HaunTH 3HAK TOXIAHOI HA KOXXKHOMY i3 TaKUX iHTEpBajiB. SIKIIO TIpU BOMY
BUSIBUTBCS, 10 Ha JBOX CYCIJIHIX iHTepBanax (x,_;; X;) (x;5 x,,;) moxigHa f~ (x) Mae OJHH
1 TO camuil 3HaK, TO (PYyHKLIA CTPOrO MOHOTOHHA B 1HTepBam (X, ;;X,,). Hanpuknan,
skmio f (x) > 0, To dynHkmis f{x) 3poctaroua, skuio f (x) <0, To flx) cnagHa.

Ctpora MOHOTOHHICTb 32 TEOPEMOIO 6 30epIraeThCsl, SIKIIO 10 YACTUHHOTO
IHTEpBaTy MIPUEIHATHA WOTO KiHII, HA SKUX 32 YMOBOIO (PYHKIIisl HenepepBHa. Akio f{x) Ha
IPOMIXKY [a; b] HeTlepepBHa, a B inTepBalti (a; b) moxigHa f (X) He IEPETBOPIOETHCS HA
HYJb, TO Ha POMDKKY [a; b] pyHKIis f{x) Oyae cTporo MOHOTOHHOIO, a caMe MpHU
f7 (x) > 0 — 3poctaroyoro, ipu f~ (x) < 0 — cragHO¥O.

JlocTaTHI YMOBH CTPOTOT0 €KCTPEMYMY

Hexait ¢ynkuis f(x) audepeHiiiioBHa B OKOJII TOYKH Xo, 32 BUHATKOM, MOKJIHBO,
camoi TOYKH Xo, B sIKiH f{x) HenepepBHa. Tomi:

1) k0 MpU TIEpexoJli Yyepe3 TOYKYy Xo MoXimHa f~ (Xx) 3MiHIOE 3HaK 3 IUIFOCa Ha
MIHYC, TO B TOUIIl Xo PYHKIIA f{X) MA€E CTPOTUI MAKCUMYM;

2) KO TPU TEPexoJii Yepe3 TOUKYy Xo MOXigHa f (Xx) 3MiHIOE 3HAK 3 MiHyca Ha
TUTIOC, TO B TOYIII Xo (DYHKINIA f{xX) Ma€e CTPOTHI MIHIMYM;

3) SAKIIO TIPH MEPEXO0/Ii Yepe3 TOUKY X, MOoXiaHa f (X) HE 3MIHIOE€ 3HaKa, TO B TOYIII Xy
¢byHKLIS f{X) eKCTpeMyMy HE Mae.

3Haxo[KeHHs HANOUIBIIMX | HAWMEHIIUX 3HAa4YeHb (YHKUII HA NPOMIKKY.
PosrnssHemMo neski BUIMAAKU 3HAXOHKEHHS HAWOUIBIIMX 1 HAMMEHIIUX 3HaueHb (DYHKIIN
Ha MPOMDKKY, KoM (GyHKLIS HenepepBHa 1 JudepeHliioBHa HAa BCbOMY IMPOMIXKKY 3a
BHHATKOM TOYOK, JIe¢ B HE1 HEMa€ CKIHYEHHOI MOXI1IHOI.

I. Hexaii ¢yHnkiis f{x) HerepepBHa Ha IPOMIKKY [a; b], nudepeHIiiioBHa B iHTepBaIl
(a; b) 1 Mae CKIHUEHHE YHCIIO CTAI[IOHAPHUX TOYOK.

AJITOPUTM 3HAXO/’KEHHSI HAWOUILIIOro i HAlMEHIIOro 3HaYeHb (PYHKIIT f{x) Ha
npoMixkky [a; b].

1. 3naiitn kopeHi piBHsSHHS [ (x) = 0, xE(a; b), TOOTO cTaIliOHAPHI TOYKH (SKIIO
BOHH €).

2. O0uucnutu 3HauYeHHd (QyHKOIT f(x) Ha KIHOAX OPOMIDKKY [a; b] 1 B ycix
CTal[lOHAPHUX TOYKaX (HE 0OOB’SI3KOBO BUSICHATH, UM OyJi€ B HUX EKCTPEMYM).

3. Ha mizacraBi nopiBHSIHHA BCIX 3HAICHUX 3HAYeHb (PYHKIIT BUOpaTH HAWOUIbIIE 1
HaliMeHIe. BoHU € BIANOBIAHO HAWOUIBIIMM 1 HAIMEHIIMM 3HaYeHHsIMU (QyHKIIT f{x) Ha
OPOMIXKKY [a; b].

IIpakTH4yHe 3aBIaAHHSA

1 3uaiitn MIPOMDKKH MOHOTOHHOCTI Ta €KCTPEMYMH (DYHKITIi:

3x7 - 9x? - 27x +30;

2x7 - 21x? +36x - 20;

x3

- 2x? +3x+1;

3

-2x3-15x2 +36x +10;
x3-9x% +15x- 3;

x> - 3x? +6x +10;

4
x> - 5x* +5x3 +1;



2 3HaiiTh HaKOIBIIe 1 HAWMEHIIIEe 3HaueHHsI QyHKII1 Ha BIIPI3KY:
y =x*-4x +3,[0;3].
y = x*-6x+ 13, [0;6].

IpakTuyne 3ansarrs 12
Tema: be3nocepenne 3HaX0I)KEHHS HEBU3HAYEHOT'O 1HTErpaia

Mera: [ToBTOpUTH BIACTUBOCTI HEBU3HAYEHOT'O 1HTETrpaia Ta OCHOBHI
TabnuuHi IHTerpanu. @opMyBaTH BMIHHS Ta HABUKUA OOUMCIICHHS
HEBU3HAYEHOIO IHTErpajia METOI0M 0€3M0CepeHbOT0 IHTETPYBAHHS.
BuxoByBaTu BMIHHS 1HIUBITyaJIbHOTO

Metoau: CnoBecHU, MPAKTUIHUI
ILnan:

1 Po3B’s13yBaHHs BIpasB.

CryaeHTH NOBUHHI 3HATH:
- Tabnuirro HeBU3HAYCHUX 1HTETPAITIB.
CryneHTH NOBUHHI yMITH:
- 3HAXOUTH MEPBICHY;
- 3HaXOAUTH HEBU3HAUECHUN IHTErPAJl 3 IOMOMOIOI0 TaOJMYHUX 1HTETPaIiB

MarepianbHo-TexHiYHe 3a0e3Me4eHHs Ta IMIAKTHYHI 3aco0u, T3H:
OJIIBEIlb, POOOY1 30IIHTH
Jlireparypa
Banyue N.1. Marematuka s texuukymoB.-M.: Hayxka, 1990.- C. 253-255.
Hy6osuk B.I1.FOpuk I.I. Buma matemaruka.-K.:A.C.K., 2001. —C. 252-255.

TeopeTnuni BiiomMocTi:
Tema: besnocepenne 3HaX0IKEHHS HEBU3HAYEHOTO 1HTETrpaia

Tadanusa nepBicHUX (HeBU3HAYEHMX iHTErpaJliB)



Dyuxkuia f(x) ﬁii)rxfg;zzﬁf’?z;nf% HeBusunayeHui ‘iHTerpa.n
0 C | j Odx =C
1 | x+C j dx=x+C
xn+1 x‘,n+1
x"(n#-1) +C Ix”dxz +C
' n+l1 n+1
1 d :
- Inlx| +C f—-—len|x{+C
X x
sin x —cos x +C Jsinxdx=—cosx+c
cos X sin x + C _[cosxdx=sinx+C
1 dx
+ =tgx +C
cos® x tgx+C '[ cos® x &
1
; —ctgx+C - =——ctgx +C
sin’ x cie J sin? x
e* e+ C Iexdxze"+C
a* d +C fa’dx =2 +C
Ina : Ina

OcHogHI é1acmueocmi He6U3HAUEeHO20 IHmezpaia
1. Ctanuit MHOHUK MO>KHa BUHOCUTH 3a 3HAK 1HTErpasa:

J'qf'(x)dx =a -J'f(x)dx , a #0 — crana.

2. HeBusnauenuii iHTErpan Bij anreOpaiuyHoi CyMH CKIHUEHHOTO 4YHCja

HernepepBHUX (PYHKIIIH pIBHUHN anreOpaiuHii cyMi IHTErpalliB BiJl CKJIaJIOBUX (DYHKITIN:
J(f(x) ig(x))dx = ff(x)a’x + fg(x)dx .

3. dkmio ff(x)dx =r(x) +C_ TO 1 ff(u)du =Fu)+C , e u :w(x) — JIOBUJIbHA (byHKHiH,
10 Ma€ HEMEPEPBHY MOXI1JIHY.

[Ipn oOuMcieHHI HEBU3HAYEHMX IHTErpajiB 3py4YHO KOPHUCTYBATHUCS HACTYIHUMU
npapunamu: skmo [/ (XDdx =F(x)+C | topni

1) [flkxddx Z%F(kx) +C,

2) ff(x+b)dx :F(x+b)+C,

1 +b)+
3) ff(kx+b)dx —;F(kx bl +C,

ne kTta b - crani BEJIMUYUHMU.
3HANTH IHTETpaIN:



- 6x+4x?

5- 24 .
dx 2)J" N (Cr- - ¥ v, 4) [3x2 + ).

l)f
5) J{xz— 2x\/;+33\/;+; dx

J{xz - 2x\/;+3§/;+§
x

dx = fxzdx - fo\/;dx + F%/;dx + Jédx :fxzdx -2 ‘[x%dx +3 fx%dx +
X

4
+5 = 32 +51n\x\+C— x3-—\/—+ \/_+51n\x\+c
x / EA
5% - + 4
6) coszx J1- x2

N 3 4
5%- +
cos’ x \/1_ X2

%/; +2x- x*
p ST

dx.

X

dx—fS dx - 3J'

dx« 5
cos’ x 1/1_ x2 In5

- 3tgx +4arcsin x + C.

Vr+2x-x"  Ax X T Ay
J‘de—fx—sdx+2fx—5d)€' f;—sdx— X +2x " - x dx—_113 +2j'
-ln‘x‘+C: -—-ln‘x‘+C
113/ x! 3x°
8)
J[ . 2 x
3sin 6x - +e3 |dx.
Sx-1

X

- lcos6x] -2 -lln|5x— l| +3e°
6 5

dx =3J'sin6xdx— 2-1‘5 dx . + fegdx =3
-

3sin6x - 2 +e3
S5x-1

=- %cos6x- §1n|5x- 1| +3e3 +C.

IIpakTnyne 3ansaTrs 13

Tema: 3HaxoKEHHS HEBU3HAUEHOI'O 1IHTErpajia IHTErpyBaHHAM 3aMIHOIO 3MIHHO1
Ta YaCTUHAMU

Merta: IIoBTOpUTH YMOBH IHTETPYBAHHS 3aMIHOO 3MIHHOI 1 YACTUHAMHM.
®opMyBaTH BMIHHS Ta HABUKU OOUYMCIIEHHS! HEBU3HAYEHOIO 1HTErpaJia
METOJIOM 1HTErpYBaHHs 3aMIHOIO 3MIHHOI 1 YacTUHAMU. BUXOBYBaTH BMIHHS
1HAMBIYyaJIbHOT POOOTH, MPUBUBATH JIFOOOB 710 TUCUHUILIIHY.

Metoau: CnoBecHUN, MPAKTUIHUI

ILan:
3 [HTerpyBaHHs 3aMiHOIO 3MIHHOI.



4 [HTErpYyBaHHA YaCTUHAMMU.

CryneHTH IOBUHHI 3HATH:
- METO/T 3HaXO0/PKCHHS HEBU3HAUEHOTO 1HTErpaja 3aMiHOI0 3MIHHOT,
- METO/] 3HaXO/P)KEHHSI HEBU3HAYEHOIO 1HTErpaja IHTErpyBaHHAM YaCTUHAMU.

CryneHTH NOBUHHI yMITH:
- 3HaXOJIMTHU HEBU3HAUYCHUH 1HTETpasl 3aMIHOK0 3MIHHOT;
- 3HAXOJWTH HEBU3HAYCHUH 1HTErpajl IHTErpyBaHHSAM YaCTHHAMU.

MarepianbHo-TexHiYHe 3a0e31e4eHHs Ta JMIAKTHYHI 3aco0u, T3H:
OO6uuncnioBaibHa TEXHIKA, TAOIUIS (OPMYIT IHTETpYBaHHS, KaPTKU
1HIMB1TyalIbHUX 3aBJaHb

Jlireparypa
Banyne U.H1., Junuryn I'.JI. MaremaTtuka mia texHukyMoB. -M.: Hayka, 1990,
C.255-266.
Hy6osuk B.I1.FOpuk I.I. Buma matematuka.-K.:A.C.K.,2001, C. 336-337.

TeopeTuuni BitomocTi:
Tema: 3Hax0/PKEHHS HEBU3HAUCHOI'O 1HTErpayia 1HTErpyBaHHSAM 3aMiHOKO 3MIHHOI
Ta YaCTUHAMU

dbopmyIa iHTETpyBaHHS M1JCTAHOBKOIO
_[f(x)dx = J'f((p(t)) @ ()dt

Hexaii u=ulx) i v=uvlx) - ¢dynxuis, mo wmae HemepepBHi moximui. Toxi
d(uv) =u -dv+v -du . TIpoiHTerpyBaBILH IO PiBHICTb, OTPHMAEMO
jd(uv) Z‘fudv + J‘vdu 200 Iudv =uv - Ivdu

Otpumana ¢popMyia HA3UBAETHCS POPMYI0I0 IHMeEZPYBAHHA YACMUHAMU

OO6UUCTUTH THTErpau:
1. fcos Sxdx.
. . —5 . _t . _dt . .
3aMIHUMO 3MIiHHY ¢ =5X%, TOAl X =5 idx=7. [lixcraBidAroun Hamly 3aMiHy Ta
MOBEPTAKOYMUCH J0 MOYATKOBOI 3MIHHO1, MAEMO:

de 1 1 . 1 .
fcos Sxdx = fcost— =—fcostdt =—sinft+C =—sin5x +C

5 5 5 5

1
2. o1 -
J'—exdx.

2
X

1 . 1., dt . .
ITpunyctumo, mo ¢ = Tom x =_ 1 dx =- e IlixcraBisroun Haily 3aMiHy Ta

MOBEPTAIOYHCH J0 MOYATKOBOI 3MIHHO1, MAEMO:



1
d] fedt =-e¢' +C=-e"+C.

fiexdx —J't
x
3. Jsinz&/;dx.

[ToxnaBmm x =¢°, 3HaMAEMO dx =3¢°dt. Ll migcTaHOBKA MPU3BOANUTH JI0
TOTO, 110 MiJ 3HAKOM CHHYCa 3HUKAa€ KOPiHb 1 3’SBJISETHCS HOBA 3MIHHA IHTEPYBAHHS.
Maewmo:
sind/xdx _ sinz 3¢%dt
J %/x_z ) 3 £6
[ToBepTaemocst 10 mouyaTkoBoi 3MiHHOI X. [liicTaBisitoun B pe3yiabTaT
iHTerpyBaHHs ¢ =i/x , JicTaHEMO:

=3 fsintdt =-3cost+C.

ini/ xd
Js «/_x :—3cos3\/;+C.
dx
“hE
J']:i:/,:;x::rZrdt 2t J“” J{ ]dt =2t- 2nfl+d+C =
=2x - 2ln‘l_+\'/;‘ +C.
5.
I
1 1 1 1
X == - Tdt Tdt le‘ d
f—9 === = ===
2 _ 1 _ g2 1 _ .2
XVXx 1 dx:__zdt li-l 1 1-¢ 71't2 1-1¢
t t\t t t2 t
) 1
=-arcsint + C =- arcsin—+C.
X
xdx
6. f—=
1+2x2
J :41{13;12’ A S TNy
xdx =—1td1| 2
4

2Inx +3
g o,
2Inx +3 =z
J'(M(lx=%=dt =% fprar =% -%+C=é(2]nx+3)4+c.
» L :Ldt
x 2
OOuucnUTH 1HTETPaAIIH:

1. fxexdx.
— . . dx
IIpunyctuBmm ¥ =X, dv =e'dx, Tom1 du =—_v=x

3Biacu 3a popmysoro (1.3) matumemo
J‘xe"dx =xe* - J‘e"dx =xe*-e"+C
2. J’x cos xdx.

HOKJI&I[CMO u =x,dv =cos xdx, TO,Z[i du =dx,v =sinx



Tomy, BukopucroByroun Gopmyiy (1.3), maemo
fx cos xdx =xsin x - J‘sin xdx =xsinx +cosx+C

Hanani, micis yMOBU BKa3ylOThCS BUPA3H wu,dv 1 v, du .
3. f(2x-3) 4vdx.
u =2x- 3,du =2dx|

dv =4"dx,v :4—
In4

4. J'xze“dx.

u =x2,du =2xdx

-3 AL A T (5 gy 24

j(2x-3)-4‘dx: —(2x-3) 4" -
In4 In4 In4 In4 In4

fxzeS‘dx = =x? ~le’h -2 J‘xe’“dx.
3 3

3x

1
dv =e* v =—¢

3

11106 3HaliTH fxe3xdx , 3CTOCY€EMO JaHUM METOJ 1IE Pa3s.

u =x,du =dx

1L, 21 2

3 2 3 s L, | 1 o 3
x 56 -Ej'xe dx a’v:es‘,v:%e}‘ —gxe 3 er -SJ.e dx] _EX e -3,\'(1 +
+i¢ “+C =e lx zx+l +C.
27 37 7977
5. lgxdx
u=lgx, 1
J]gxdx: xIn10[ =xlgx —f — =xlgx- —x+C.
In x In10
dv =dx,v =x
6. fe" cos xdx.
u =e"; du =e”dx; u =e*:

J‘ex cosxdx = ) =e” sinx - J‘ex sin xdx = ’
dv =cosxdx; v = fcosxdx =sinx dv =sin xdx;

=e"sinx - (— e’ cosx- J(- cosx)e"dx) —esinx +e* cosx + fex cos xdx.

[Mpumyctumo, mo 7 = fe” cos xdx
Maewmo:
I =e"sinx+e“cosx- 1 ab0 2/ =e*sinx+e*cosx;

3BIJICH OTPUMYEMO:

7= J‘e" cosxdx = (smx2+ cos x) +C.

IIpakTuyne 3ansarTs 14

Tema: OOuuCIeHHS] BU3BHAYEHOTO 1HTErpajia 3aMiHOI 3MIHHOI Ta YaCTUHAMH

Merta: [IoBTOpUTH YMOBHU IHTETPYBaHHS 3aMI1HOIO 3MIHHOI 1 YaCTUHAMH.
dopmyBaTy BMiHHS Ta HABUKW OOYHCIICHHS BU3HAYCHOTO IHTETpaia
METOJ/IOM 1HTETPYBaHHS 3aMIHOIO 3MIHHO] 1 YacTuHaMu. BuxoByBaTy BMiHHS
IHUBITyaJIbHOI pOOOTH, MPUBUBATH JIFOOOB JI0 TUCIUTLITIHY.

Metoau: CioBecHU, MPAKTUIHUI

ILnan:
1O0uuncaeHHs: BU3HAUYEHOIO 1IHTErpalia 3aMiHOK0 3MIHHOI.

du =e”

Vv == CO



2004nCcaeHHS BU3HAYEHOTO iHTGFpaJ'Ia JaCTHHaMHM.

CryneHTH IOBUHHI 3HATH:
- dbopmyny Herotona-JleiiOHina;
- METO]1 3HAXOP)KEHHSI BU3HAYEHOTO 1HTEerpasa 3aMiHO0 3MIHHOT;
- METO/]l 3HaXO/PKEHHS BU3HAUEHOTO 1HTErpaja IHTerpyBaHHsIM YaCTHUHAMU.

CryneHTH NOBUHHI yMITH:
- 3HAXOJWTH BU3HAYCHUHN 1HTErpaj 3aMiHOI0 3MIHHOT;
- 3HAXOJWTH BU3HAYEHUH 1HTErpajl IHTErpyBaHHSAM YaCTHHAMMU.

MarepianbHo-TexHiuHe 3a0e31e4eHHs Ta JMIAKTHYHI 3aco0u, T3H:
OO6uncmoBaibHA TeXHIKA, TAOIHIS (GOPMYIT IHTETpYBaHHS, KAPTKU
1HIUBITyJTbHUX 3aBIaHb

Jliteparypa
Banyue .M., Junuryn I'.JI. MaremaTtuka aiis TexHukyMoB. -M.: Hayka, 1990, ¢
279-283.
HNy6osuk B.I1.FOpuk I.I. Buma maremarnka.-K.:A.C.K.,2001, ¢ 365-385.

Teopernuni BiiOMOCTI:
Tema: OOuMCIIEHHS BUBHAYEHOT'O 1HTErpajia 3aMiHOK 3MIHHOI Ta YaCTUHAMM

Memoo niocmanoséku y euznauenHomy inmezpaii

Teopema. Sxmo: 1) f(x) — HemepepBHa maa x € las b1; 2) () =a,
®PB) =b; 3) x=9() Ta () — mHemepepBHi Mg Z<Ilas Bl 4) npm
tElo; Bl= xEla; bl, 10

b =@(?), B

[f(x)dx = dx =@ (t)dty = [f(p(2)) -@'(2)dr.

a x|a|b o (1

tlalp

3ayeancenns. Ilpum 3aMiHl 3MIHHOI IHTETpyBaHHS y BHU3HAYCHOMY IHTErpai
3MIHIOIOTHCS MEX1 IHTErpyBaHHSA, 1 TOMYy HeMa MOTpeOM MOBEPTATUCH /IO MOYATKOBOI
3MIHHO].
— 42 —
x =t7, dx =2tdt 3 2¢dt 23t+1—1

o  dx
IMpuknan. [—F/—— x|4|9 — =2 [———dt =
P A zif\/;+l =3 st +1 th_”

3

=2(3-In4-(2-1n3)) =2 .

3
:2][1- L]dt =2(¢- In| s +1])
3 t+1 )

Inmezpyeannsn wacmunamu y eusnaueHomy inmezpaii

Teopema . SIlkmo ¢ynkmii #(x) Ta v(X) MawTh HemepepBHi MOXiaHi AJs
x € |as b] , TO

1+ln§
4

b

lj]'udv =(uv)

- :]'vdu. (2)

a



IMpuxaan.

T
2
_['x cos 2xdx
(0]

:l xsin 2x +lcos2x]
2 2

4
Hpuxnan . [

4t'1 4

= [—dt :f[l- —]dt =(z - 1n|t|)“2‘ =4-1n4-(2- In2) =2- In2,

> 1 5

HpI/IKJIaH fx Inxdx =
1

2
=—1Inx

1

AV2x +1

ol +

lx
2 2

u =x,

du =dx;
=| cos 2xdx =dv, :[ % sin 2x]

|
v =—sin 2x
2

N | =

N | =

O0unCIUTH BU3HAYCHI IHTETpAIH

1
1. _[<l +e )2e3xdx.
0

L dx
2. [————.
ofex +e "

2
U x“dx

u=Inx, du zﬂ; 2
X l=——Inx
dv =xdx, v =X
2
e 2
[lnx— l] :—[lne— l] - l[lnl— l)
2|, 2 2) 2 2
; ; 1 3
Bionosioe. 5[(“63) - 8] )
Bionosiow. arctge - %.
Bionosion. = - ﬁ
3 2
Bionosiow. %

b

t|2

Bionosiow. %- Inv2

Bionosiow. %(6” 1) )

x|0|4

NME

1
2

S

OHN‘:‘

in 2xdx =

([Esinn+lcosn] - [O -sin0+lc050]] =

2 2 2

[_ 1. l] 1
2 2 27

1+~2x+1=¢t, dx=(¢t- 1dt;
(-7
X =
2



IIpakTuyne 3anarrs 15

Tema: 3acTocyBaHHSI BUBHAYEHOTO 1HTErpajia 10 0OYUCIEHHS TUION] INIOCKUX QIryp

Meta: HaOyTTS HABUYOK 3HAXOJDKEHHS ILIOMI TUIOCKUX (Iiryp 3a JI0MOMOTror0
BU3HAYEHOTO iHTerpaia. @opMyBaTH BMiHHS Ta HABUKU IMOOYAOBH TUIOCKHUI Piryp Ta
O0YHCIIEHHS 1X TUTOII

MeTtoau: CII0BECHUN, NPAKTUYHUN

Inan:
1 Po3B’s13yBaHHs 3a/1a4 Ha 3HAXOKEHHS TUIONT TUIOCKHUX (Iryp 3a TOTTOMOTOIO
BU3HAYEHOI'0 1HTETpaja

CTyleHTH NOBHHHI 3HATH: T€OMETPUYHUN 3MICT Ta BJIACTUBOCTI BU3HAYEHOTO
1HTerpasa, 1o 3aCTOCOBYIOThCS A0 00UMCIEHHS IO TUIOCKUX (iryp

CTy/leHTH MOBMHHI YMITH: 3HAaXOJDKEHHS TUIOLI TJIOCKUX (Iryp 3a JOMOMOIOIO
BU3HAYCHOTO IHTErpasa

MarepiajbHO-TeXHiUHe 3a0e3MedeHHs] Ta AuaaKkTu4Hi 3acoou, T3H:
KaJIbKYJISITOPH, TAOJIHIISI HEBU3HAYECHUX THTETPATIB, pOOOUYNIA 30IITUT

Jlireparypa:
Banyue U.M., Junuryn I'.JI. Marematuka mist texuukyMoB. -M.: Hayka, 1990,
C. 290-294.
Hy6osuk B.I1.FOpuk I.I. Buma matemaruka.-K.:A.C.K.,2001, C. 401-405.

TeopeTnuni BijiomMoOCTIi:
Tema: 3acTocyBaHHSI BUBHAUEHOTO 1HTErpaja g0 0OYUCICHHS TUION] INIOCKUX BIryp

Sxoro 6 He Oyrna KpuBOITiHIMHA (irypa, o oOMeKeHa HelepePBHUMHU KPUBUMH
JIHISIMH, OUIIXOM 11 pO3CIKaHHS JIHISIMH MapaleIbHUMH OCSIM KOOPAMHAT, OOUHCICHHS
o1l pirypyu MOKHA 3BECTH J10 OOUMCIICHHS TUION] PO3TIIIHYTUX HUXKYEe (Piryp.

I. ®irypa obmexena miHisMu ¥ =/ (x), y =0, x = a, x = b (puc. 1). Oynkmisg S (x)
— HenepepBHa Ta f(x) =0. [Inoma S Takoi KpUBOJIHINHOI Tpamernii 3a TeOMETPUUYHUM

b
3MICTOM BH3HA4EHOTO iHTerpana taka: S = [/ (x)dx .

a

k1o npyu BUKOHaHHI BCIX 1HIKMX yMOB J (%) =0 (puc. 2),



S = ljff(x)dx ‘ (7.20)

V N i J
{

N o
(

0]
0 T
Puc. 1 Puc. 2 Puc. 3

II. ®dirypa oOmexeHa JiHIIMH X =@ (), x =0, y =c, »y =d (puc. 3).
Oyukuisa * =¢(») — HenepepBHa Ta ®(») =0. [Tnoma S Takoi Girypu Oyzae

d
S = fe()dy, (1)
a sko () <0 (pwuc. 4), To

d
S =| fo(y) dy|. (2)

I11. ®dirypa oOMeskeHa JiHiAMU ¥ =/ (x) | V =g(x),x =a,x =b. Qyukuii /()
ta g(x¥) — HenepepBHi Ta S (X) =g(x) mig x < [a:; A1 (puc. 5). [Inoma S Takoi ¢irypu

BU3HAYAETHCS SIK pI3HULA 1wiom] Qiryp aAd.B.1b ta aA.B.b

s = /(0 g(x)dx. 3)

Si
X

Y=

Puc. 4 Puc. 5

Mpukaax. O0uucnutu mwiomty ¢irypu, 0OMeKeHo1 JTiHIIMU
y =-x>+4x+5 Ta V =2x- 3.
14
"o i

T Puc. 6

[Tobynyemo irypy, oOMexeHy mapaboyiol0 » =-x" +4x+5
y=2x-3 (/,) Ha KOOpJWHATHIM IUIOIIMHI, MPH I[LOMY 3HAXOJHMO TOYKH IMECPETHHY

3aJlaHuX JIIHIA MK COOOI0 Ta 3 OCSIMH KOOPAWHAT, a TAKOXX KOOPJIWHATH BEPIIUHU

(/) Ta npAMOIO

napaboiu (puc. 6).



) —2x-3

y=-x>+4x+5 [y =2x-3 y =2x {v K

LN = s x=a
»=2x-3 x*-2x-8=0 || __, ][x

M, (4; 5)
T2 -

o [y=xt rdxes [y =0 RO PV CHD)
hnox {y:ﬁ {\-l-‘u 5 o“\:’l { (- 1: 0).
— 2
L NOoye Y= X +4x+5{y =5 o M.(0; 5).
x =0 =0

=0

y =0
LNOx e {V ‘ _3= M,Q15 0).
2

=2x-3 |x
=0 [x=0
N0y« {,—Zx 3{17 =37 M0 -3

Touka M 5(2; 9) — BepiMHa Mapadbod v - 9 =- (x- 2)°.
[Tnoma S ¢irypu MiMsM, 3a dopmynoro (7.23) Oyzae TaKa

S = J’( x> +4x+5- (2x- 3))dx—f( x> +2x+8)dx =

- —+x +8x
3

64

=- —+16+32- =36.
3

§+4- 16
3

Ipukiaan . OCuucnut wionyy ¢irypd, OOMeKeHOI HiHisMu x =y’ +2y+6(1),
x- 3y =26(L) .

® JloOynyemo ¢irypy, oOMexeHy napadoior x =y* +2y+6 Ta NPSIMOI0 ¥ - 3» =26
Ha KOOPJAMHATHIA IUIOMIMHI; TPU LOMY OOOB’SI3KOBO Tpeba 3HANTH TOYKHU MEPETUHY
3aJIaHUX JIIHIA M)XK cO00I0 Ta 3 OCSIMU KOOpAUHAT (puc. 7)

I Nl < x:y2+2y+6{x:3y+26
P k- 3y =26 y2-y-20=0

M, (14; - 4)
M,(41; 5).

—-4
—-4
{y . x =41
y = ) =5
2 i
xX=y~  +2y+6 [x=6 )
I NOx = {y = {y =0 M6 0
x =0 x =0
x=y> +2y+6 |y>+2y+6=0

=0
x-3y =26 |*¥ 26
LNOy<= 26 > M,|0; - ==
% {x=0 {y:'.% 4[’ 3]'

x -3y =26 (x =26
y =0 y =0
x=y>+2y+6 = (x-5) =(y+1)* = M(5; - 1) — BepimHa MapabOIH.

x =14
x =3y + 26 {
Yy Y [

llﬂOyﬁ{ SaZ

lzﬂOx@{ = M. (26; 0)



Al

Puc. 7
Jlnst obumcnenHss twionli Girypu  Sw,w,m, HAWOUIBII 3PYYHO CKOPUCTATHUCH

d
dbopmymnoro S =J(cp1(y)— cpz(y))dy,
Orxe, 3a mi€ro GopMyII0r0 JiCTAHEMO:

5 5
Sy = J(3)7+26' (yz +2y+6))dy :J(- y? +y+20)dy =
-4 _4
3 2
=| - L+ 2420y 04,16 80] =121,5.
302 375

—+100-
-4 2

‘5 125 25
="+

O6vucauTu miomi ¢giryp:

. . 125
1 y=x"+4x y=x+4 Bionogiov. S =

2. y=-x"+9 ¥y =2x+1. Bionogios. S =36,

IpakTuyHe 3anHaTTa 16

Tema. JludbepeHuiaibpHi pIBHIHHS MEPIIOTo MOPSAKY 3 BIIOKPEMIFOBAHUMU
3MIHHUMH

Meta: MOBTOPUTH Ta 3aKPIUTH MOHITTS AU(epeHiaTbHuX piBHAHb. DopMyBaTu
BMIHHS Ta HABUKH PO3B’SA3YBaHHS PIBHSHHS MEPIIOTO MOPSIKY 3 BIIOKPEMIIOBAHIMHU
3MIHHUMH.

[Inan

1. AudepeHuianbHi piBHAHHS EPIIOTO MOPSAKY 3 BIIOKPEMIIIOBAHUMH 3MIHHUMU
CryaeHTH NOBUHHI 3HATH:

METOAM PO3B’SA3yBaHHS JOU(PEpEeHLIAIbHUX PIBHSAHb MEPIIOrO MOPAIKY 3
B1JIOKPEMJIFOBAHUMU 3MIHHUMHU

CryaeHTH IOBUHHI YMITH:



- po3B’si3yBatH  audepeHIiaiibHl  PIBHSHHS — MEPIIOTO  TOPSAKY 3
BIJTOKPEMITFOBAHUMH 3MIHHUMU

MarepianbHo-TexXHiYHe 3a0e3neueHHs1 Ta JuAaKTH4Hi 3acoou, T3H: pobdouwnit
30IIUT

Jliteparypa:
Banyne U.M., Junuryn I'.JI. Marematuka mist texaukyMoB. -M.: Hayka, 1990,
C. 341-345.
Hy6osuk B.I1.FOpuxk I.I. Buna matemaruka.-K.:A.C.K.,2001, C. 470-472.

Pienanns 3 6i00Kpemato8anumMu 3MiHHUMU
Haii6inem mpoctum JIP nepimoro nopsaxky €, piBHIHHS BUTY

P(x, y)dx + Q(x, y)dy =0 (2.5)

Y HbOMY OJWH JIOJAHOK 3QJICKHUTh TIIBKHU Bif X, a iHmui — Big Y . [HOAI Taki
JIP Ha3uBarOTh PIBHSAHHAMU 3 BIIOKpPEMJICHUMH 3MiHHUMU. [IpoiHTErprpoBaBIn
MOWICHHO 1€ PIBHSHHS, OJCPKYEMO:

JP) -dx+ fO(y) -dy =c

— Horo 3arajbHUi 1HTErpall.

binpm 3aransHUN BUNIAJ0K OMUCYIOTh PIBHSHHS 3 8i00KPEMAI08AHUMU

3MIHHUMU, KOTP1 MAIOTh BUTJIS]
F(x) -Q(y) dx+ P (x) Q,(y) dy =0, (2.6)

Oco0nuBicTh piBHAHHSA (2.6) y TiM, 1110 KoeditieHTH npH dx i dy gBis0TH 00010
n00yTOK NBOX (PYHKIIIM (4ucen), oaHa 3 IKMX 3aJ€KUTh TUIBKHU BiJ X ,

1HIlIa — TUIBKYU Big V.

PiBHsiHHS (2.6) J€TKO 3BOJUTHCA 10 PIBHSHHS (2.5) NUISIXOM MOWICHHOTO MOJILTY
rioro Ha Q:(y) * Po(x) # 0 Onepxxyemo:

RO 4 0) 4
RO o0

— 3araJibHU 1HTErpaJl.

3ayBaxkenns. 1. [Ipu npoBeaenni nouwrennoro noauty JAP va O, (») -2 (x) MOXyTh
OyTu 3ary6ieHi aesiki po3B'si3ku. ToMy BapTO OKpeMO pO3B’SA3aTH PIBHSHHS
O,(») -P,(x) =0 i1 3HaiiTu Ti po3B's3ku [P, 1110 He MOKyTh OyTH OTpUMaHi 3 3arajbHOTO
PO3B'SI3KY, — OCOOJIMBI PO3B'SI3KH.

J‘@'dx"-f 0,(»)

dv =
P, (x) o ¢

2. PiBusnas ¥ =f,(x) -f,(¥) TakoX 3BOAUTHCS IO PIBHAHHSA 3 BiJOKPEMIIEHUMU
. . dy . . ..
3MIHHUMH. J[JIs HOTO JTOCHTH ITOKJIACTH Y :d_z 1 pO3AUTATH 3MIHHI.
3. PiBusinust v =flax+by+c) | ne a, b, ¢ — uncla, NUIIXOM 3aMiHH ax+by +c =u

3BoauThCA 10 JIP 3 BijokpemiieHuMu 3MiHHEMU. JludepeHiiitoroun mo X , oaepKyemMo:

du =a+b Q
dx dx



. o du ..
JlaHe p1BHAHHA NpUIMa€E BU/L i +b - f(u) , BIOK1JIS BUILIABAE

d
_au
a+b-f(u)
[aTerpyroun 11e piBHSHHS 1 3aMIHSIOUH U Ha @X +by+c¢  OnepKUMO 3aTraIbHUAM
1HTEerpaj NoYaTKOBOI'O PIBHSHHS.
Hpuxaan 1. 3HaiiTu 3arajJpbHUAN 1HTErpa pIBHAHHS Xdx + ydy =0
Po3B's30k: Jlane piBHsiHHSA € I[P 3 Bi1OKpeMIEHUMH 3MIHHUMU.
2 2
Xy

C
Tomy fx -dx- [y -dy =c, abo S5 Tan [To3zHaunmo 5 .

Tonai x* - »* =c— 3aranbHuii iHTerpan /P.

Hpukaan 2. Po3s’ssatu piBasuas (v +xv)dx +(x- xyldy =0

Po3B'a3anns: [lepeTBopuMO J1IBY YaCTUHY PIBHSAHHS:
y(l +x)dx + x(1- y)dy =0

Bono mae Burisn (2.6). [Toginumo oOuiBi 4aCTUHU piBHSIHHA Ha Xy 7 0:
1+ 1-
= +—ydy =0 .
x y
Po3B'13Kk0M HOTr0 € 3arajbHUil iIHTErpan > +Injx| +nly|- » =c¢ '1006TO In|x¥|+x- » =¢
Tyt piBastaEsS O, (V) -P(x) =0 Mae Burisagxy =0, Moro po3'sizok X =0, YV =0¢€
po3B'sa3koM gaHoro /[P, aje He BXOJATh y 3arajibHUi 1HTETpaJl.
Buxoaute, po3s'szok X =0, Y =0 € 0cOOJIUBUMHU.

Mpuxnaan 3. Po3s'si3atu piBHSAHHSA V' =- %, 110 3aJ10BOJIbHSAE YMOBI y(4) =1.

PosB'szanns: Llei npuknan sBisie co0010 po3B's30K 3adaqi 2 3 1. 1.2.

d dy dx .
Maewmo: d_z =- % abo 5 T [IpoiHTerpyBaBuiu, OIEPKUMO:

C o
Iny =Inc-Inx tobTO ¥ = — 3arajbHuM po3B's3ok JIP.

BiH sBisie c00010, reOMETPUYHO, CIMEHCTBO PIBHOCTOPOHHIX rinepooii. Buaimumo
cepell HUX OJIHY, 1110 MPOXOAUTh uepe3 Touky(4; 1). [lincraBumo X =4 1 ¥V =1 y 3araapHuit

. C
pO3B'sI30K pIBHSAHHS: 1 =3¢~ 4.

4 . . ,
Onepxyemo: v = YaCTHHHMH PO3B'SI30K PIBHSIHHS V =- f

Ipuxnan 4. 3naiitu 3aranbHul po3B'si3ok AP m V' =-k V7.

Po3B's3anns: el nmpukiian neMoHCTpye po3B'sa30kK 3aaa4i 1 3 m. 1.2. [Ipuegemo
naHe piBHSIHHS 110 BUAY (2.5):
dv k

dv
— =k v . V2 dt = —+—dt =0
m ar , mdV+kV:-dt=0, TE- .



dv k 1 k . V =
[nTerpyemo: f7+ 1] i ==c,T00TO - L+ -+ =0 3pimem k-

3arajJibHUM PO3B'SI30K PIBHSIHHA.

IIpakTuune 3anaTTa 17
Tema. Jliniiini i ogHOPIAHI AU(EPEHITIANTBHI PIBHIHHS MEPIIOTO MOPSIKY
Merta: TOBTOpUTHM Ta 3aKpIMUTH TOHATTS gudEpEHIlaTbHUX PIBHSHbD,
JTHIMHUX 1 OgHOPIAHUX AU piBHAHE. DOpMYBaTH BMIHHS Ta HAaBUKU PO3B’SI3yBaHHS
JTIHIAHUX 1 OTHOPIIHUX AUPPIBHSHb.

ITman
1 OnHopiaHi AudepeHiaabHl PIBHSIHHS
2 JliHi¥H1 pIBHAHHS
1 OnnHopiani AudepeHIiiaabHI PIBHSIHHS
CTyaeHTH OBUHHI 3HATH:
METO/IM PO3B’A3yBaHHS JIHINHUX 1 OJHOPITHUX NU(EpeHIIabHUX PIBHSHb
CTyaeHTH NOBUHHI YMITH:
- PO3B’sA3yBaTH JiHIMHI TU(EpeHITIaTbHI PIBHSIHHS
- pO3B’s3yBaTH OAHOPIAHI AU(EPEHITIANbHI PIBHIHHS

MarepianbHo-TexHiYHe 3a0e3ne4eHHs Ta JuAaKTU4Hi 3aco0u, T3H: pobounit
30LIUT

Jlireparypa:
Banyue U.M., Junuryn I'.JI. Marematuka mist texuukyMoB. -M.: Hayka, 1990,
C. 341-345.
HNy6oBuk B.I1.FOpuk I.I. Buma maremaruka.-K.:A.C.K.,2001, C. 470-472.

Oymukuis f(X;y) Ha3UBAETHCS OTHOPITHOIO (PYHKIIEIO 7 -TO MOPAIKY (BUMIPY), SKIIO
IIPY MHO>KEHHI KOYKHOTO ii apryMEHTY Ha JIOBUIbHUI MHOXHUK A BCSI PYHKIIS 301IbIIUTHCS
Ha A", TOOTO

S x A y) =47 f(xp).

Hanpuknan, yHKIist f(x;») =x*- 2 x -y € omHOpigHA QYHKIIiS APYTOTO MOPSAKY,
OCKIJIbKH

SAxAp) =(Ax)" = 204 ) (A x) =27 (x* - 2x ) =27 f(x3)).

Jlugepenyianvre pignanms

Y =f(xy) )



HA3UBAEMbCL 0OHOPIOHUM, KO GYHKINA f(X:¥) € ogHOpiAHA QYHKITIS
HYJILOBOTO MOPSAKY.

OnHopiHe piBHAHHS (2.8) IepEeTBOPUTHCS y PIBHSHHS 3 810 0KPEMII08AHUMU
3MIHHUMU 32 JIOTIOMOTOFO 3aMiHH 3MIHHO] (IT1JICTAHOBKH )

Y _ —y -
gl a0o, 1110 TeK caMme, y=u-x
JiticHo, migcraBuBum Y =4 X ji ¥ =u’-x+u y piBHSIHHS , OEPKYEMO U X +u =q(u)

du . . . o o
abo x e =@(u)- u , TOOTO PIBHSHHSA 3 8I00KPEMIIOBAHUMU 3MIHHUMY . SHAUIIIOBIIIU HOTO

3araJbHUM po3B'sI30K (200 3arajibHUM 1HTErpaj), BapTO 3aMIHUTU B HHOMY ¥ Ha % :

OnepxuMo 3arayibHUM pO3B'SI30K (IHTETPaiT) BUXITHOTO PIBHSHHSL.
OnHopigHe PIBHSAHHS YacTO MOAAETHCS Y MudepeHItiaibHii popmi:
P(x;y) -dx + Q(x;y) -dy =0
JIP 6yne oguopimaum, sikino £(x;v) 1 Q(x;y) — onHOpiaHi QYHKINT 0HAKOBOIO
HOPSIIIKY.
. dy _ P(xy)

IlepenucaBiuy piBHSHHS y BUII - Oxiy) (13acTocyBaBIlIY y MpaBiii YaCTUHI

PO3IIITHYTE BHIIIE IIEPETBOPSHHSI, OICPKUMO PIBHSIHHS V' =€0(§) ).

I[Ipu iHTErpyBaHHI PIBHSHB BULy HEMae HEOOX1HOCTI NONEPEeTHHO MPUBOIUTH iX (aie
MOYKHA) JI0 BUIVISALY : TIIJICTAHOBKA BiJipa3y NEPETBOPUTH PIBHSHHS Y PIBHSHHSA 3
8I00KPEMIIOBAHUMU 3MIHHUMU.

Binznauumo, 1110 1aHe piBHSHHS MOXKHA OyJIO CIOYaTKy MPUBECTH 10 BUIY :

2
Y1
d_y _y2 - xZ X
> dx 2xy ° )
2 .Y

x* - y? +2xy D
dx

X
[ToTiM moknactu Y =% X tomi » =ux+u iT.pI.
Hiniini pienauns. Pienanunsa A. bepuyani
ugpepenuianvhe pienanna nepuio2o nopaoKy HA3U8AEMbCA AIHIUHUM, AKULO
11020 MOJMCHA 3anucamu y u2nAa0i
y'+p(x) -y =g(x), ne p(x) i 0(x) — 3anani QyHKIii, 30kpema —
MOCTIHHI.
Oco6muBicts JIP mykana ¢GyHKIis Y 11l moxigHa ¥  BXOIATH 10 PIBHSIHHS Y
NEePIIOMY CTENEH1, 1 He TEPEMHOXKYIOUH MiK CO0O0I0.
Posrnsinemo nBa meronu interpyBanus P (2.11) — meton U beprymuti 1 Mmeton
Jlarpanxa.
Memoo U. Bepuynni
P03B'A30K pIBHSAHHS WIYKA€THCS Y BUIl JOOYTKY ABOX 1HIIUX
(dyHKI1#, TOOTO 32 JOMOMOTOIO MIJICTAHOBKU Yy =u v, A€ U =u(x) i v = v(X) — HEBIJIOMI
(GyHKUIT BT X, IPUYOMY OJIHA 3 HUX JIOBUIbHA (aJie HE IOPIBHIOE HYJIIO JIHCHO OyAb-SKY

dyHKIio y(x) MoxHa 3anucaty sk »(x) 23:(—1) v(x) =vlx) v(x),

nev(x) #0  Toni »'=u’v+vu' Ilincrapnsioun ¥ , Y y piBHAHHS , OJEPKYEMO!
u v+u v+ p(x) u v =g(x) abo
u vu (v +(x)v)=g(x).



[Tigbepemo dyHKIIIO vV = V(X) Tak, mo0 BUpa3 y AyKKax AOPiBHIOBAB HYJIIO,
, dv dv
T00TO po3B'sukemo J[P v +p(x) v =0 Orxe, aﬂv(x) v =0, T0OTO - = p(x) -dx
[HTerpYytOUH, ONepIKY€EMO:
In[v| =- [p(x) -dx +1In|c|
Yepes noBUIbHICTH BUOOPY (YHKIIIT V(X), MOKHA NpUAHATH ¢ = 1. 3Biacu
v :e— J‘p(x)dx .
[TincraBistoun 3HaMACHY QYHKIIIO V Y PIBHSHHS, OJICPKYEMO
O =g ).
OTpumaHO piBHSHHS 3 BIJIOKPEMIIOBAHUMU 3MiHHUMHU. P0O3B's13yeMo ioro:
du - oo

u’ e

J'p(x) dx

dx =g(x) , du =g(x) -e -dx ,
u = fg(x) L
[ToBepTarouuch 10 3MIHHOL Y , 0IEPKYEMO PO3B'SI30K
v =v u =( J‘g(x) -e Jpeo -dx +c) e Jpeod

BuxigHoro JIP.

Memoo Jlaecpanica (MmeTon Bapiallii JOBUIBHOI TOCTIHHOT)

PiBHSIHHSI 1HTErpy€ThCs y TaKHii Criocio.

PosryistHeMo BiiNOBiiHE PiBHSHHS 0€3 IPaBOi YaCTHHH, TOOTO PiBHAHHA ¥ + p(X)y
= 0. BoHo Ha3uBaeTbcs NHIKHUM OAHOPIAHUM J[P nepiioro nopsiaky. Y nboMy piBHSHHI

3MiHHI B1JIOKPEMJITIOIOTHCS :

d
7)} =- p(x) dx In|y| =- J‘p(x) -dx =In|c,|

TakuM YHHOM, , TOOTO

- |p(x)dx
l‘ S

1

y = Jpxdx  TOOTO
le

y :jle- J”p(x)dx a60y e o Jreoax . Iec =,

Merton Bapiallii JOBIJIbHOT CTAIO1 MOJISATAE Y TOMY, IO CTATY C B OTPUMAHOMY
PO3B’sI3KY 3aMiHsAE€MO (QYHKIIEW ¢(X), TOOTO ¢ = ¢(X). PO3B'A30K pIBHSIHHS IIYKAEMO y
BUTJISIL

% =c(x) e Jp(x)dx
3Hax0UMO TOXIHY (JISI 3pYYHOCT] 3aMUCy KOPUCTYEMOCS TTO3HAYCHHSIM
e’ =exp(F(x)):
v =c(X)exp(- [p(x) -dx) +c(x)exp(- [p(x) -dx) (- p(x))

ITigcraBnsiemo 3Ha4eHns Y u V' y piaauns (2.11):

c'(x)exp(- [p(x) -dx)- c(x) -p(x)exp(- [p(x) -dx+c(x) -p(x)exp(- [p(x) -dx) =g(x)

Jpyruii i TpeTiit J0JJaHKW B3a€EMHO 3HUIYIOTHCS, 1 PIBHSHHS MPHUiIME BUTJIS

c'()exp(- [p(x) -dx) =g(x) .

OTtxe, .
de(x) =g(x)exp( [p(x) -dx) -dx |
[HTerpyroun, 3HaX0AUMO:



e(x) = [g(x) -exp( [p(x) -dx) -dx +c
[TigcTaBnsitoun Bupas ¢(X) y piBHICTE (2.14), onepkumo 3araibHUi po3B's3ok J[P
v =| fg(x) exp( [p(x) -dx) dx +c| -exp(- [p(x) dx).
[Ipuponno, Ta x Qopmyna Oyna orpumana metonoM beprymmi

3ayBaxxeHHs. PiBHsanHs Bugy (X -P(y) + Q) -y =R(Y), ne
P(y), Q(y), R(y) #0 — 3anani QpyHKIIii, MOKHA 3BECTH JIO JIIHIMHOTO, SKIIO X BBAXKATH

byHKIIIETO, a
: .. o1
y — aprymeHToM: x = x(). Toai, KOpUCTYIOUUCH PIBHICTIO Vx —x—y,,oz[epxcyeMo

x -P(y)+0(y)
=

=R(y),100TO NiHIIIHE BITHOCHO X piBHAHHSA. Mloro po3B's30K IyKaeMo y

BUJII X = U V, 1€ u = u(y), v =v(y) — 1Bl HEeBiAoMI1 QyHKIIII.

Pienanna A. bBepuynni

PiBHsHHS BUITY

y+p(x)y=g(x)y"' n€ R n#0, n# I

HAa3UBAETHCA pigHAHHAM bepnyani. IlokaxkeMo, 110 1Oro MOXHa MPUBECTHU 10
JHIAHOTO.

SAxmo n=0, To JIP — miniitHe, a mpu n=1 — 3 BiIOKPEMJIIOBAaHUMHU 3MIHHUMU. Y
3araJpHOMY BUIIAIKY, PO3AUIMBINY PiBHSHHSA (2.15) HA »" #0 |, 0IepKUMO:

vy p(x) v =g(x). (2.16)

z

e ., dz o . n
[losnaunmo »™""' =z. Toni 2 = =(-n)-y" -y . 3BIACH 3HAXOUMO V " ¥ T

PiBusinus (2.16) npuiiMae BU

iz + p(x) -z =g(x)

OcraHHe pIBHSHHSA € JIHIHHUM BITHOCHO Z. Po3B's30k #oro Bijomuil. Takum 4rHOM,
mijicTaHOBKa z =»~ """ 3BOAMTH piBHAHHA (2.15) no miniHoro. Ha npakrumi AP (2.15)
3pyuHile mykatu MerogoM W. bepaysm y Buai Y =% vV (He 3BOJsAYM HOTO 70 JIIHIMHOTO).

Hpuknan 1. 3HailTy 3araibHUiA THTErpas piBHIHHS

(x*-y?) dx+2 x-y-dy =0,

Po3s's3anns: JlaHe piBHSHHS OJHOPIAHE, TOMY 10 GyHKIi Plx, y) =x* - »°]
Olx; y) =2xy — onHOpigHI QYHKIIT APYTOro MOPSIKY.

[Toxmanemo Y =4 X Tomi dv =x du+u -dx [ligcTaBISIEMO y BUXIJTHE PIBHIHHS:

(x* = u? x*) dx +2x ux -x -du+2x ux u dx
x?(1- u® +2u?) dx +2ux’ -du =0
(1+u?) -dx+2ux -du =0
OCTaHHE — PIBHSHHSA 3 8i100KPEeMI08AHUMU 3MIHHUMU. PO3MIUIIEMO 3MIHHI
dx = 2u i =0

x l+u

2

1 IHTETPY€EMO
ln|x| +1n(1 +u2) =c, 1n|x| {1 +u?) =c, |x|(1 +u2) =e° .

ITo3znrauumo ¢ =e“, ¢ > 0. Toni
|x| (i +u?) =c .



: y . . .
3aMiHsgOUYM U Ha =, OJIEPKYEMO: x* +y? =cx - 3araJIbHUI IHTETPaj BUXITHOTO
PIBHSIHHSL.

Ipukaan 2. [Ipoinrerpysartu piBHAHHS V' +2xy =2x

Po3B's3ok: [lokmagemo y = uv. Toai u'v + uv' + 2xuv = 2x, To6TO U'V+ u(u' +
2xv) = 2x. Croyatky po3B'a3yeMO PiBHSIHHS

v+ 2xv =0:

d x
d_u =2x -e“,du =J2x e -dx U = +c .
X
Tenep po3B's3yemMo piBHSHHS u ¢ ** +u -0 =2x TOOTO
d
d_u =2x e ,du =J2x -e*? dx Ju=e’ +c .
X

OTxKe, 3arajbHUN PO3B'A30K JaHOTO PIBHAHHS y =u v =(e** +¢) ¢

9

TOOTO ¥ =1+c¢ e,
Hpuxkaan 3. Po3s'asatn npukinan meronoM Jlarpanxa.

Po3s'szanns: Po3p'asyemo piBHsHHA ¥ + 2xy = (. Maemo d—; =-2-dx abo
y=c e
3aminsgeMo ¢ Ha ¢(X), TOOTO po3B's30k [P ¥ + 2xy =2 X mykaemo y BUji
y =c(x) -e** . Maemo
vy =c'(x) e +c(x) e (-2x).
Toni
c'(x) e ™ - 2xe(x) e *? +2xc(x) e =2x T00TOC (%) "¢ ™ =2x, 200 c(x) = Px -e**dx
,ab0
c(x) =e* +c
Tomy v =(e* +¢) ¢** aboy =1+c - ** - 3arabHUI PO3B'I30K JaHOIO PiBHIHHSL.
Ipuxaan 4. 3HaliTH 3arajJbHUN PO3B'A30K PiBHAHHA (X + V)» =1,

.1 . . .
Po3B's30k: 3 ornsany o v =, BUJI BUXi/THOTO PIBHSHHS MEPEXOTUMO 110

JHIMHOTO PIBHSHHS X =X+

3acTocyeMO miACTaHOBKY X = uv. Tomi x =u v+u v, OmepKyeMo: u v+u v =u v+y
,a00 u v+(v-v)+y,

. , dv

3HaxoauMo QYHKIiP0 v:v - v =0 N

3Hax0AUMO DYHKIIiO u:u’ e’ +u 0=y TOOTO u =y -e jabo u = [y -e " dv,

[HTerpyroun no yacTuHax, 3HaXOAUMO: u =-y e’ - e’ +c,
3araJbHUNA PO3B'SA30K JAHOTO PIBHSIHHS:

x=u-v=_C-y-e’

3HAYUTH

-eV+c)e’ abox =-y-1l+c-e’ |

IIpakTuuHe 3anATTH 18

Tema: JliniiiHi ogHOPIIHI AU(EpEeHITIaNbHI PIBHIHHS APYroro MOpsaKy 31 CTAIUMHU
KoedirieHTaMu



MeTta: MOBTOPUTHU Ta 3aKPINUTH TOHATTSA IU(EpPEHIIaTbHUX PIBHSAHb, JIHIMHUX
OJTHOPIMHUX JUGPIBHSIHB APYTOro MOPSAKY 31 cTamuMu Koediientamu. PDopMmyBartu
BMIHHS Ta HABUKU PO3B’SI3yBaHHS JIIHIMHUX OJHOPIIHUX TUGPIBHIHB JPYroro MOPSIKY 31
CTIMMH KOE(IIlIEHTAMHU.

Metoau: cI0BECHUM, TPAKTUYHHM

Ilnan:
1 JIinHiitH1 onHOPiAHI TudepeHLianbHI PIBHAHHS IPYroro NOpsAIKy 31 CTAIMMU
KoeilieHTaMu

CTyaeHTH OBUHHI 3HATH:
- TPU BUIMAJKU PO3B’SA3yBaHHS JIHIMHUX OJHOPIAHMX JU(EpPEHIaAIbHUX PIBHSIHB
JPYTOro MOPSAKY 31 CTATUMU Koe(illieHTaMH

CTyaeHTH IOBMHHI yMITH:

- PO3B’sI3yBaTH KBaJApPaTHI PiBHIHHS,

- pO3B’sI3yBaTH JIIHIMHI OJHOPIIHI Ju(epeHliaabHl PIBHAHHS APYroro
MOPSAKY 31 CTAIMMU KoeilieHTaMu

MarepianbHo-TexHiuHe 3a0e3neYeHHs] Ta JuAaKTH4Hi 3aco0u, T3H: pobounit
30LIUT

Jlireparypa:
Banyue U.M., Junuryn I'.JI. Marematuka mist texuukyMoB. -M.: Hayka, 1990,
C. 341-345.
HNy6osuk B.I1.FOpuk I.I. Buma maremarnka.-K.:A.C.K.,2001, C. 470-472.

Teopernuni BitOMOCTI:
JIiH1iH1 OMHOPIAHI PIBHSAHHSA 13 CTAIMMU KoeillieHTaMu
YacTuHHMI pO3B'SI30K JIHIHHOTO OJHOPIAHOTO PIBHSHHS 13 CTATUMH KOe(IlIEHTaAMU
v +py +qy =0, (1)

ne P-4 - crami BeIWYMHH, IIYKAIOTh Y BUMIAAI QyHKIHT vy =, ne k& - moBijbHE
gucno. Ilicas migcranoBku 1iei (yHKIii y JiHiMHE oaHOpinHe piBHSHHA (1) s
BU3HAYCHHS KOCQIIIEHTIB A 0OJIEPKYIOTh alireOpaiuHe piBHAHHS

k> + pk +q =0, (2)



SKC HA3UBAETHCS XapPaKTEPUCTUYHUM PIBHSHHSIM JaHOTO Ju(epeHIliaTbHOTO
piBHsSHHSA (1).

3arajgbHUM PO3B'A30K JIIHIMHOTO OJHOPITHOTO piBHSAHHSA (1) B 3a1€XHOCTI BiA
KOPEHIB XapaKTEPUCTUYHOTO PIBHAHHS (2) Ma€ BIAMOBIIHUIA BUTIISL;:

1)  sxmio KopeHi gikicHi pisHi & #k; | 10
y =Cie'* +C e, 3)
2)  SAKIIO KOPEeHi AilcHi piBHI k1 =k; =k | TO
b% =ekx(C1 +C2x) , (4)
3)  SKIIO KOpEHi KOMIUIEKCHO CIIPspKeHi k12 =+ Bi | 1o
y :eax(Cl cos fx + C, sin [J’x) .

Ipukiaan. 3HailTH 3arajdbHUA  pO3BSI30K  piBHsAHB: 1) ¥ +»'-2y=0; 2)
y'-8y'+16y =0;3) y"+2y +17y =0,

Po3p’si3annsa. CkiageMo BiIMOBIAHI XapaKTEPUCTHKH PIBHSHHS JUIS KOXKHOTO
PIBHSHHS.

1) k> +k-2=0, k =1, ky=-2’
3aranbHuii po3B'sI30K Ma€ BUrisy y =Ce” +Cye 2™,
2) k7 - 8k +16 =0, k, =k, =4. Kopesi fiiicHi piBHi, To B cuity (3) y =¢**(C; + Cyx).

K242k 417 =0, ki, =-141-17 =-1++/- 16 =- 1 +£,/16 (- 1) =- 1 +4;;
1,2

k1’2 =- 1 i4i; o =- 1, ﬁ :4.

Toni y =e *(C,cos4x +C, sin4x).

IIpakTnyne 3ansarrs 19

Tema: JlocmipKeHHS psiiiB Ha 301KHICTh

Mera: ®opmyBaTH BMIHHS Ta HABHKM JOCIIKYBaTH psAiB Ha 30DKHICTH 3a
JIOTIOMOT'OK0 O3HAK MOpPIBHsHB, JlanamOepa ta Komri BuxoByBaTu BMIHHA 1HJIMBITyanbHOL
po0OOTH, MPUBUBATHU JIFOOOB J10 AUCIUTLIIHU.

Metoau: CnoBecHUN, MPAKTUIHUI



ILnan:
1 Po3B si3yBaHHs NPUKIIAJIB HA TOCITIKSHHS PAIIB 32 JOMTOMOTOI0 O3HAK
nopiBHsHHS, Janambepa ta Komri.

CryneHTH IOBUHHI 3HATH:
- 03HaKHu 301KHOCTI PS/IIB

CryneHTH NOBUHHI yMITH:
- JOCJIIJIPKYBATH PsIIM 3a JOTIOMOTOI0 O3HaK MmopiBHAHHA, [{anamGepa Ta Kormii.

MarepiajibHO-TeXHIYHe 320e3Me4eHHs Ta AWIaKTH4Hi 3acoou, T3H:
OO6uuncnroBabHa TEXHIKA, KAPTKU 1HAUBIYAJIbHUX 3aB/IAHb

Jlireparypa
Banyue .M., Junuryn I'.JI. MaremaTtuka ayis TexuukyMoB. -M.: Hayka, 1990, ¢
410-414.

Teopern4ni BisiOMOCTI:

Tema: Po3B si3yBaHHS NpUKIAIiB

Osnaka /lanamoepa.

Sximo mus psay 3 IONaTHAMHE dieHamu Uy tuy, tus +..... ‘u, +.. ZZ u,

un+1

icHye rpanmig lim =P, 10: 1) mpu P <1 pan 36ixcnuii,

n— o0 un
2) npu P>1 pan  posbixcuil.
Hpuxnaan 1. Jlocaiagutu Ha 30DKHICTH PSI
4 9 16 (n+1)2
t—t— .t

525 125 7 5
Po3zé’azanna. 3actocyemo o3naky [lamambepa.
+1)? +2)?
3a yMOBOIO MaeMo  u, :u, Uy :u
Sn 5n+1
OO0uncaInMo
2 2 2 gn 2
,O=1imM:1im (n++21) :(n+1) :limL)sz:l- n+2 —
noo y,  nowl 5" 5" oo 5" 5 (n+1)" 5 nool n+l
2
1 1+2 11
=— .lim ’i’ :g 1 zg <1. 3a osmakow JlamamOepa gaHmii  psn
n— oo 1 2
n
30ICHUL.

Hpukaaa 2. Jlocaigutu Ha 30DKHICTH PSII



4 4% 4 4"
+—+

—t—+— .+
20 3! n!
Posze’szannsa. 3anuniemo -1 Ta (n+1)—ﬁ YJICHW 3aJaHOTO PALY
4}1 4I’l+1

u —_— u EEE———

3ayeancenna. n!=1-2-..-n (Bwmarematumi «!»—3HaK (akropiany).
(n+1=12 .. (n+1) =nt(n+1)

.

,0:1im”—+1:1im ———— | =lim ———— = lim =
n—ow U, nooo|l (D! 0| oo (p+1)14" nowonl(n+1) 4"
= lim (n+ =0<1 _3a osmaxoro [lamambepa mauuii pam 36iokcHuil.
n— 0

Hpuknaan 3. Jlocaigutu Ha 30DKHICTH PSII

1+ i + i + + L +
V7 N100 T Brel
Po3z6¢’azannsa. OckinbKdA U 3a1aHOTO PSAAY
21’1 2n+1 2}’1 +1

— u = =
YT Bl T Blas) el Jmras ™

. Upy . 2n+1 3n+1 22" 3n+1
o =lim = =Ilim = lim .
nooo U,  now 3p+4 2" noeo 2" \N3n+4

Otmxe, P =2>1 —3a o3nakoro JlanambGepa naHuil psn  pos3biscHuil.

IIpakTuyne 3anaTTs 20

Tema: 3nako3MiHHI psian, QYHKIIIOHATBHI PSAU
MeTta: BuBunti 0coOJIMBOCTI OCIIHKEHHS H 301’KHICTh 3HAKO3MIHHHUX 1

(YHKITIOHATBLHUX PSIIB

Metoa: CIIOBECHUH , PAKTUYHUMN

Ilnan
1 3HaKo3MiHHI PSAAU



2 OyHKITIOHATIBHI P

MarepiajbHO-TeXHiUHe 3a0e3nedeHHs] Ta AuaakTu4Hi 3acoou, T3H:
o0uncioBagIbHA TEXHIKA
CryneHTH IOBUHHI 3HATH:
- 03HaKH 30DKHOCTI 3HAKO3MIHHUX Ta (PYHKIIIOHAIBHUX PSIIBPSIIB

CryneHTH NOBUHHI yMITH:
JOCJIIJDKYBATH 3HaKO3MiHHI Ta (DYHKITIOHATIBHI PSIN 32 JOTIOMOTO0 O3HAK
Jliteparypa
1 dy6oBuk B.I1., FOpuk I.I. Bumia maremarnka.-K.: ACK,2001.-C. 508-512

1. 3naxko3minHi paau. O3naka JleilOHina
3nakonouepzoéum padom Ha3UBAETHCS PSIL BUTIIALY

n+l

u -, Fuy - u, + oAD"+ =310 u, (1)
n=
ne u, >0 mqus n€ N (ToOTO psij, TOJATHI 1 BiJ’€MHI WICHH, SKOTO CTOSITh OJMH 32 OJHHM IIC

qep3i).
JlocTaTHs 03HAaKa 301’)KHOCTI
Teopema.l (o3naxa Jleioniya). 3naxonouepeosuii pso (.1) 3oicacmovcs, AKwo:

1 Ilocnioognicms abCOMIOMHUX BENUYUH Y]IEHI8 PS0Y MOHOMOHHO CNAOAE, Mol
U, >u, >u,>..>u, >

2 3acanvhuii unen psody npamMye 00 HyIs: limu, =0. Ilpu yvomy cyma S psoy (:

3a0080JIbHE Hepi@HOCWlﬂM
0<5S<u 2).

3aysarcenns:
1. JlocmiKkeHHS 3HAaKOIOYEPTrOBOTO PSAY BUTIISALY
Su U, U U, 3)

(3 BiA’€MHUM MEPUIUM YJIEHOM) 3BOJAMUTHCS IIJISXOM MHOXEHHS BCIX MOro uieHiB Ha (-1)
nocaipkeHHs psay (1).

2. CniBBigHOmIEHHS (.2) D03BOJISIE OTPUMATH MPOCTY 1 3pYYHY OLIHKY NOMWIKH, SKY
JOIMyCKAEMO, 3aMIiHIOIOUM CyMy S JaHOTO psAy HOro 4acTUHHOI cyMmMor <S,. BigkuHyTHid
(octaua) € TakOX 3HAKOIOYEPTOBUM PSIOM 0", -u,, +..), cyMa SIKOTO 1O MOJYJII MEF
HepHIoro WieHa Iboro psiay, Too6to S, <u,,- ToMy TOMWIKa MEHIIa MOIYJS MEPIIOr
BIJIKHHYTHX YJICHIB.

2 3HaKko3MiHHI psiam.



3HAKOIOYEProByiA PsJi € OKPEMHUM BUIIAKOM 3HAKO3MIHHOTO psxy. Yucnosuii pag 2. U, »
n=l

MICTUTh HECKIHUCHHY MHOXHUHY JIOJaTHIX 1 HECKIHUEHHY MHOXXHHY BiJ’€MHUX YJICHIB, HA3WBAET
3HAKO3MIHHUMU.

J1Jist 3HAaKO3MIHHUX PSAJIIB Ma€ MICII€ HACTyITHA 3arajibHa JOCTaTHS O3HAKa 301)KHOCTI.

Teopema 14.3.2. Hexau oanuti 3HAKO3MIHHUU ps0 U, tu, +...+u, +... (3.4)

Axwo 36icacmoes pao  u |+ |uy |+, |+ (3.5)

CKIa0eHUll 3 MOOYI8 YleHI8 0aH020 Ps0Y, MO 30i2a€MbCsl | CamM 3HAKO3IMIHHUL psO(4).
°

3. AGcoioTHA 1 yMOBHA 3015)KHOCTI1 3HAKO3MIHHUX PSIIIB PAJIIB.

3HAaKO3MIHHUM pSJI HA3UBAETHCS MUM, WO AOCONIOMHO 30icacmbea, SKIIO |
CKJIaJICHUM 3 MOAYJIIB OT0 YJICHIB, 301ra€ThCsl.
3HaKO3MIHHUM psiJi HA3UBAETHCA MUM, WO YMOGHO 30icacmupcsa, SKIIO CcaMm

30iraeTbcs, a psiji, CKIaJACHUHN 3 MOJIYJIIB MHOT0 YJIEHIB, PO301KHUMA.
1

3 Pan %' (- D" ek a0COTIOTHO 301raeThCs, OCKIIBKH P, CKIAICHUN 3 MOAYJIB H
YJICHIB, 301raeThCs

Psinu, 1110 abCcom0THO 301ratoThCs, 10AAI0ThCS, BIAHIMAIOTHCS, IEPEMHOXKYIOTHCS SIK 3BUYA
psaau. CymMH TakuX psAJIB HE 3aJI€KaTh B1Jl MOPSJIKY 3alUCy YJICHIB.

Tomy naii HaA psaaaMu HE MO>KHA BUKOHYBATH, HE MIEPEKOHABIIKCH B X aOCOIOTHIM 3015KHO

Jnst  BcTaHoOBNEHHsT a0CONIOTHOT 30DKHOCTI BHKOPHUCTOBYIOTh BCl O3HAKH 301%KHC
3HAKOIIO3UTUBHUX PSAIB, 3aMIHIOIOUH YCIOJIU 3araJIbHUM YJIEeH Py HOTO MOIYJIEM.

2 OyHKIiOHAJBHI pAaU

Psn, unenamu sxoro € QyHKIIIT BiJl X, HA3UBAETHCS PYHKUIOHATbHUM:

i‘un(x) =ul(x1)+u2(x)+~-+un(x)+... 4.1).

n=l

Hajarouu x neBHE 3HAUEHHS X, MM OJEPKMMO YKCIIOBHH PSII
w, () () )+ ()

0 i

S0 onepkaHUi YKCIOBUHM PSAJl CXOOUTHCS, TO TOUYKA X9 HA3UBAETHCS MOUKON 301HCHO:
paody (4.1); SAKIIO K P PO3XOTUTHCS — MOUKOI PO30iHCHOCHI (hYHKUIOHATIBHOZ20 PAOY.
CyKyIHICTh 4YMCIIOBUX 3HAUY€Hb apPryMEHTy X, MNpU SKUX (QYHKIIOHAIBHUN pSA  CXOIUTI
HA3UBAETHCS HOTO obnacmio 36ixcnocmi. B obnacti 301KHOCTI (yHKIIIOHAIBHOTO PSIY HOTO CyM
neskoro gyHkiiero Big x: S =S(x) . BuzHauaeThcst BoHA B 0671acTi 361KHOCTI piBHICTIO

S(x) =lim$, (x), A€ (1) =4, (x) +1,(x) + -+ (x) - YACTKOBA Cyma psizy.

CreneneBuil psx
cmeneHnesuil pAo P, YICHAMH SIKOTO € CTeTieHEeB1 (QYHKIIT apryMEHTY X,:
4.3)

dax' =a,+ax+ax’ +--+ax" +--
n=0

HiticHl (a00 KOMIUIEKCHI) YUCHA do>;>a;5--->4,,... HA3UBAIOTHCS Koeiyicnmamu paoy (4
X € R - milficHa 3MiHHA.
3'sicyeMo MUTaHHA PO 301KHICTH cTerneHeBoro psamy (4.3). O6macTh 301KHOCTI CTENIEHEB
psny (4.3) micTuTh TpuHANMHI 01HY TOUKY X = 0 (psin (4.4) CXOIUTHCS B TOUIN X = X).
Teopema 14.5.1 (Abensn). Axwo cmenenesuii pso (4.3) cxooumscsi npu * =X, #0, mo
abCoNOMHO CX00UMbCA NPU BCIX 3HAUEHHAX X, WO 3A0080IbHAIOMb HEPIBHOCMI
ylxl = x.



Hacniook 14.5.1. Axwo pso (4.3) po3xooumsbcs npu x = X;, Mo 8iH po3X00UmMbCs i Npu 8CI.
W0 3a00601bHAIOMb Hepignocmi |X| > x|,

[aTepBait 1 paaiyc 301)KHOCTI CTENIEHEBOTO PSILY

3 teopemu AOens BUXOIUTH, IO SAKIO X, #0 € Touka 301KHOCTI CTENECHEBOTO PSIY,
1HTEpBaI (- |x, xo|) BECh CKJIAJIA€THCS 3 TOYOK 301KHOCTI JAHOTO PSIY; TIPH BCIX 3HAYCHHSX X TI
UM 1HTEpBaNy pan (4.3) po3XxoauThes.

b

-R PAL CHOQMTCA Fid

............................... oy
..............................

pAd, PacKOaMTCA _ |x-:|| 0 |_1-D| pAL, PACKOAMTCA

Puc .2

IarepBan (- |x, x0|) Ha3UBaIOTh IHMEPBAIOM 30ixcHOCMI cmeneneozo paody. 11okiap

mo |%| =R, inTepsan 36GDKHOCTI MOXHa 3ammcaté y Burasigi (- R;R). Uucno R Hasusal
Ppaoiycom 30ixcnocmi cmeneneeozo p;aoy, TooTo

: . 1
R =1 a, | Anajoriyso, o3Hakoro Komm R =————
=lim|— -
|, limy/|a,
n— oo
3ayearcennsn:
Axmo Iim C:” =0, T0 MO’XHa TIEPEKOHATHCS, 110 Psij (4.3) aOCOIOTHO CXOJIUTHCS HA B

n

YUCIIOBIM ocl. B boMy Bunagky R =,
a

SAxmo lim c;’” =oo 1o R=0 . [HTepBan 301>)KHOCTI CTENEHEBOTO psAy (4.4), O TIyKaeT

3 HepiBHOCTI |x- X,/ < R; mae Burmsn (X, - Ryx, +R).

Skio creneHeBuil psJi MICTUTh HE BC1 CTENEH1 X, TOOTO 3a/laHMi HETIOBHUN CTEIIEHEBUH [
TO 1HTEpBaJ 301’KHOCTI PsIy 3HAXOAATh 0€3 BU3HAUEHHS pajiycy 301xkHoCTI (popmynu (5.1) 1 (5.
a Oe3nocepeIHbO 3aCTOCOBYIOUM 03HaKy [lamamOepa (a6o Korri) mist psiay, CKIaJaeHOro 3 MOy
YJICHIB JIAHOTO PSJTY.

n-1

Hpukaan 1. O04yucanTH NpUOIU3HO CyMy PALY pYER)) ni

n

. . 1 1 .
Bin 30iraerscs. MoxxHa 3anucaTtu: 1- 2—2+—- .. =S. 3aMIHUBIIA S Ha

33

1 1 1 1 3+1 1 + 1 ~0,7834,

Se=l-—+—- —+—=—+—- .
> 22 33 4% 55 T4 27 256 3125
1

3p0OMMO MOMUAKY, MEHLLY, HiXK <5 76656

<0,00003. OTke, S ~0,7834.

. . . 0 n+l 1
Hpuxaan 2. Jocnigury 36ixuHicTs pagy > (- 1) =
n= n

o Ile 3HakomnoyeproBuil psija 30iraetbcsa. OgHAK psia, CKIAJEHUN 3 MOJIYJIIB YICHIB JaH

pany, [ RLAME R S ¥ 1 pos6ixuwuii (rapmoHiiinuii psn)..
4 n=l N



2 n
Ipukaan 3. 3Haiitu 061acTh 301KHOCTI PSITY Z M :

2n 1
o 3HaigeMo paaiyc 36i>1<H00Ti psany 3a (bopMyJIOIo (5.1):
. 1 |_.. (m+p-2
Pl T fm=
Orxe, pan cxonutbes npu -2 < x + 2 < 2, to0to nipu -4 < x < 0. [Ipu x = - 4 MaeMo p
=(-2)" ¢ 1 y .
> ey =2>(- 1)”—, SKUW CXOJHWThCSA 3a o3Hakow JleibOnina. Ilpm x = 0 maemo psn,
na N =
2"
PO3XOIUTHCS Z - —22—
* n=l N

Otxe, 06HaCTIO 3015KHOCT1 MOYATKOBOTO PSIy € MiBBIAPI30K [- 4;0)

. . . 3 5 x7 2n-1
Ipuknan 4. 3HaiiTu 0671aCTh 301KHOCTI PATY X - Tt -1 51T
o 3ananuii psa HenoBHUM. CropucTaBIIMCh 03HaKoI0 JlamamOepa aiisg JaHOTO psALy, Mae

| D lu | e e ) 15 2n-1
=gt Pl =5, o Hm = =lim =, e

Psin aGcontoTHO cXxoauThes, sKio x> < 1 abo -1 < x < 1. JlocniieMo MOBEAIHKY PsAy

1

. . . . 1 o
KIHIISIX 1HTepBay 301xkHOCTI. [Ipu x = -1 maemo psang - 1+ 37517 7, AKHH CXOJUTBCA 32 O3HAK

2n-1 2n+1
| |x

n

o - 1 1 1 o o~
Jlerionina. [Ipu x = 1 maeMo psg +1- 3 + 377 +--- - [IeH A TEX CXOIUTHCS 32 03HAKOK JIeHOH:

OTtxe, 065acTio 301)KHOCTI MOYATKOBOTO PSIAY € BiApi3oK [-1;1]. @

IIpakTuyne 3ansarts 21

Tema: Bunaakosi nojii. IMOBipHICTE BUNIaAKOBOI 1Mo/a1i. Onepairii Haj
MMO1SIMUA

Meta: BUBYCHHS TOHITHh BUTIQJKOBOT BEJTMYUHH, IMOBIPHICTh
BUIQ/IKOBO1 BEJIMUUHH, IEPECTAHOBKH, PO3MIIIICHHS, KOMOIHAIIIT; orepartii /i
HaJ| MOJIisIMH. PO3BUTOK JIOTIYHOT'O MHUCJICHHS, YBary, IMaM sITi, YSBJICHHSL.

Metoau: CnoBecHUN, NPAKTUYHUI

ILnan:
1 Bunagkosi nmoii.
2 IIpakTruHe 3aBIaHHS.

CryneHTH IOBUHHI 3HATH:
- O3HAQYECHHS BUMAKOBOI MO/I1i, iX BUJIU Ta NMpaBUIa BUKOHAHHS J1M HAJl HUMU



CryneHTH IOBUHHI yMITH:
-3HaXOJUTH WMOBIPHICTh BUITAJIKOBUX TMOAIM Ta yMITH BUKOHABATH i1 HAJ HUMU

MarepianibHo-TexHIYHe 3a0e3ne4eHHs Ta TWIaKkTH4Hi 3acoou, T3H:
OO0uncaroBaIbHA TEXHIKA

Jliteparypa:
Banyne N.M., Jumuryn I'.JI. MaTtemaTtuka st TexHUKyMoB. -M.: Hayka, 1990.-
C. 370-379.

TeopeTuuni BitomocTi:
Tema: Bunaakosi moii. IMOBipHICTh BumaakoBoi moAii. Omneparttii Haa moaissMu

Teopis WMOBIpHOCTEH SK camocTiiiHa Hayka BHHHKIA B cepeauHi XVII cromiTrs.
Toni 6ynu myxe momMpeHi a3apTHi irpu, TOOTO ITpU, B SAKUX PE3YyJIbTAT 3AJICKUTH JIUIIE
B1J1 BUNMAJKY. Jl0 TakuX 1rop HajexarTh irpu 3 KyOUKamu, rpa B «OpJISIHKY», J€sKl KapTO4HI1
irpu. b. ITackans 1 II. @epma B nucTyBaHHI 3 TPUBOAY 3a/ay, sIKI BUHUKJIMU B 3B'SI3KY 3
a3apTHUMU IrpaMu, 3alpOBAJUIN MOHATTS WMOBIpHOCTI. JIJisi po3B'si3aHHS TaKuX 3ajad
ICHYIOUMI TOJ1 MaTeMaTUYHUI amapaT BUSBUBCS HEJIOCTAaTHIM, 1 OyJO 3aKJIaJIeHO OCHOBU
HOBOi Hayku. HuHI Teopiss KIMOBIPHOCTEN HIMPOKO 3aCTOCOBYETHCS B (13UIIl 1 B O610J10T1i, Y
TEXHIIl, B PI3HUX Tally35X HAPOJHOTO TOCIOIapCTBA.

[TepBiCHUM MOHATTSIM TEOPii KMOBIPHOCTI € MOHATTSI MOIIi.

[lomiss — me sBHIE, MPO SKE MOXXHA CKa3aTH, IO BOHO BIiAOYBA€ThCS YU HE
B1I0YyBa€ThCS 3a MEBHUX yMOB. [loxil mo3HayaroThCs BEIMKUMHU OyKBaMU JATHHCHKOTO
andasity: A, B, C.. byap-ika mnomis BinOyBa€ThCAd BHACTIIOK BUMPOOYBAHHS
(EeKCTIepUMEHTY, TOCIITY).

BurnpoOyBaHHs — 11€ yMOBH, B pe3yJIbTaTl sSIKUX BiIOyBaeThCs (UM HE BiIOYBA€ETHCS)
MO/

Hanpuknaza, BunpoOyBaHHsS — NIAKUJAHHS MOHETH, NOJIi: A — «1osiBa repba», B
— «1osiBa UG pu»; BUMPOOYBaHHS — MIAKUJIAHHS KyOuKa, Mojii: A — «mosiBa 1 oukay,
B — «mosBa 2 ouok», C — «mosBa 3 04ok», D — «1mosiBa 4 04ok», E — «1osiBa 5 ouok»,G
— «10siBa 6 0YOKY.

Bunaoxoeoro mojiero Ha3WBAETHCS TOMISA, sSIKa MOXKE BIAOyTHCS ab0 He BiAOyTHCS
1] 9ac 3/1HCHEHHS ITIeBHOTO BUMPOOYBaHHSI.

Hampuknan: mig yac BUTSATyBaHHS HaBMaHHS OJIHIE] KapTH 3 KOJIOAM BHU B3sUIU
koposst. [loaist A — «B34TO KOPOJISH» € BUIAIKOBOIO.

BunaakoBi mo1ii MOXyTh OyTH MacOBHMH Ta OJTMHUIHUMU.

MacoBuMHU Ha3WBAIOTh OJHOPIIHI TOI{, IO CIIOCTEPITAIOTHCS 3a MEBHUX YMOB, SIKi
MOKYTh OyTH BiITBOPEHI (MOKHA CIIOCTEPIraTH) HEOOMEKEHY KUIbKICTh pa3iB.

Hanpuknaz, BiydeHHs abo mpomax B cepii MOCTPUIIB; MOsiBa OpaKOBaHUX AeTallel
IIpU CEpIMHOMY BHUITYCKY; Pall0OaKTUBHUHN pO3MaJ aTOMIB PEYOBHH 1 T. 1.

[TpukinanoM oqUHUYHOT BUMTAJAKOBOI MOAl1 € mafiHHA TyHI'yChKOTO METEOpUTA.

Teopist iMOBIpHOCTEN BUBYAE JIMIIIE MACOBI BUMAIKOB1 BETUYMHHU.



Bipocionorw HazuBaeThes MO, Ika BHACTIAOK JaHOTO BUIIPOOYBaHHS 0OOB'SI3KOBO
B1JI0YACThCHI.

Hampuknan, momis A — «mosBa Ha OJHIA 13 TpaHeWd TIpalibHOrO KyOuka
HATypaJbHOTO YKCIIa, MEHIIIOTO 32 7» — € BIPOT1HOIO.

Hemooicnueorw Ha3uBaeTbesl Taka IMOJis, SIKa BHACIIIOK JaHOTO BHUIPOOYBaHHS HE
MOKE BIIOyTHCS.

Hanpuknan, mozist A — «mosBa Ha OJIHIN 13 TpaHel TpaNbHOTO KyOuka uudpu 7».

BukonanHsi Bnpas

1. HaBeniTh npukiiagy BIpOTiIHUX MOJIIH.

2. HaBeniTh npukiIagyu HEMOXKIUBUX MOMAIN.

3. Ski 13 ol € BipOrigHUMU:

A — «1Ba MOMaIaHHs MPU TPHOX MOCTPiIax»;

b — «naBManHs BubOpane Tpuniudpoe uncio He Ouabine 1000y,

C — «BumnaganHs 12 040OK npu KUJIaHHI IBOX TPAIbHUX KYOUKIBY;

E — «Bunaganus uudpu 3 npu KugaHHI MOHETH» ?

4. SIxi 13 mOJI1H € HEMOKITUBUMH:

A — «BunaganHs 13 040K npH KWJaHHI IBOX TPAIbHUX KyOHKIBY;

B — «mosBa ciioBa «Mamay Mpy BHUITAIKOBOMY HaOOpi OYKB a, a, M, M».

C — «40THpH TOMAIaHHS MIPU TPHOX TOCTPiIax»;

D — «1osiBa Ha OJIHIM rpaHi rpajbHOro KyOka uncia 8»?

IloBHa rpyma moaiid, NOMAPHO HeCyMicHi moAil, PiBHOMOXKJUBI MOAil,
eJIeMEeHTapHI mozii.

Ilosroto epynoiro IO HA3WBAETHCS MHOYKWHA TIOJTIA TaKUX, 10 B pe3yJIbTaTi
KOXXHOT'O BUITPOOYBaHHS 000B'SI3KOBO MOBHHHA BIOYTHCS X04a O Oj1HA 13 HUX.

Ilonapno necymicui noaii — 1e Moii, 1Bl 3 AKUX HE MOXKYTh BIIOYBaTHUCS pa3oM.
VY Teopii IMOBIpHOCTEH pO3pI3HAIOTH MPOCTI 1 ckyaaaeni noii. Hanpuknaz, mig gac
KHJIaHHS JBOX KOCTeH y cymi Bumaiio 2 oukd. e mpocra momis.

1lo0is naszueaemuvcs CKIAOEHOI0, AKWO NOABA ii 3anedcums 8i0 NOABU THULUX,
npocmux nooitl.

Hanpuxnao, nij 4ac KUJAHHS ABOX IpajibHUX KyOuKiB y cyMi Bumnaso 10 ouox. Lls
MOJIisl € CKJIAJIEHOI0, 00 BOHA MOXKE CKJIAIaTUCA 3 TPhOX IMPOCTUX MOA1M:

- Hanepuomy KyOuky Bunaio 4, a Ha Jpyromy — 6 O4OK;
- Ha NEePIIOMY 1 Ha IpYyroMy KyOMKax BHUIIAJIO MO 5 OYOK;
- Ha IepuomMy KyOuKy BUNaso 6, a Ha APyroMy — 4 OYKH.

OO6uucnoBaTH IMOBIPHOCTI CKJIaJIeHUX MO1# 3a popmyioro P(A) = ~ OyBae
CKJIQJTHO, a THKOJIM i HEMOIKJIUBO. X IMOBIPHOCTI OOYMCIIIOIOTH Yepe3 IMOBIPHOCTI
IOPOCTHUX MOJIIH, 3 IKUX YTBOPIOIOTHCS CKia/eHl. Take 00UNCIeHHs CIUpaeThCs Ha
3aCTOCYBaHHS TaK 3BaHMX TEOPEM JI0/1aBaHHS 1 MHOKEHHSI HECYMICHUX OJJHAKOBO
MOXJTMBUX TIOAIH, K1 YTBOPIOIOTH TIOBHY TPYITY.

BBenemo crioyatky moHATTS Mpo cyMy mofii. [le moHSITTsS aHamoriuHe MOHSTTIO
CYMH YHCEII.

Cymoro nodiit A i B nazueacmoca nodia C, aka nonsazac y 30ilicneHHi nio uac
0O0UHUYHO20 eunpodysanns avo nodii A, abo nodii B, avo 060x pazom.



Cymy aBox mojii mo3Haudaots C=A + B.

Mpukaan. [ogist A — Biy4eHHs B HUTh 3 TIEPIIOTO MOCTPiy, mois B —
BIy4YeHHS 3 apyroro nmoctpiny. Toxi C = A + B -mojis, sika 03Ha4a€e BIYUYCHHS B IIUTh
B3araji (He Ma€ 3HaYeHHS 3 IKOro — MEPIIOro, IPyroro abo 060X MOCTPLIiB).

Cymoro C 060x HecymicHux noditi A i B € nodis, sixa nonseac y 30iticheHHi abo nooii
A, abo nodii B. Oonouacua nosesa nooiu A i B suxntouena.

TCO[!CMa (TeopeMa JoaaBaHHA).

IMoBipHiCTH CymMH IBOX HECYMICHUX MOJii TOPiBHIOE CyMi iMOBIpHOCTEH IUX
nojiii, To00TO

P(A + B) = P(A) + P(B)

Teopemy 0odasanus 3acmoco8yioms OJisl PO38'S3Y8AHHS MUX 3A0aY, 8 AKUX [0embCsl
npo nosgy abo nodii A;, abo nodii A, ..., abo nodii A,.

3 meopemu Oooasannsa eunaueaiomsv o0ea Hacaioku. Hacniook 1. Cyma

IMOGIpHOCMEll HeCYMICHUX NOOIll, W0 YMEOPIOIOmMb NOBHY Zpyny, 00pisHIoe 1.
P(Ai + Axt+ ...+ A)) =P(A) + P(A2) + ... + P(Ay) = 1.

[lepu Hix hopMyITHOBAaTH APYTHUIA HACTIOK 3 TEOPEMHU JI01aBaHHs, BBEIEMO
O3HAYEHHS MPOTUIICKHUX MOJIM.

JIBi moail HA3UBAKTBLCA NPOMUTIEHCHUMU, IKIIO OTHA | JIMIIIE OHA 3 HUX
000B'SI3KOBO 3/1ilICHUTHCH B JJAHOMY BUIIPOOYyBAaHHI.

Hanpuknao, Biy4eHHs 1 mpoMax Mij yac OJIHOTO MOCTpLTy, 0€3BIIMOBHA POOOTa
BCIX €JIEMEHTIB TEXHIYHOI CUCTEMU 1 BUXI1] 3 J1a/ly OJTHOTO 3 HUX.

Slkmo A — nmesika 1moJIis, TO IPOTHIICKHA T Mo3HAYAEThCS A .
[Tonii A 1 A yTBOPIOIOTh MOBHY I'PYITy HECYMICHUX MOJIHN.

Hacainok 2. Cyma iiMoBipHOCTeil NMPOTHJIEKHUX MOII JOPIBHIOE OJMHMIUI,
TO0TO
P(A)+P(A)=1.

VY 3amayax Ha 0OUYMCIIEHHS IMOBIPHOCTEH 1HKOJIM 3pYYHO OOUHCITIOBATH IIYKAHY
IMOBIPHICTb TOJ11i A yepe3 IMOBIPHICTh MPOTHIIEAKHOI MO/I1i 32 PopMyII0I0

P(A)=1-P(A).

3aoaua. IMOBIpHICTB TOTO, 1110 JIeHb Oyje coHssyHuM 0,85. 3HAHTH IMOBIPHICTB TOTO,
110 JICHb Oy/Ie TIOXMYPHM.

P(A) =1-P(A)=1- 0,85=0,15

Teopema MHO:KeHHSI iIMOBiIpHOCTE
BBeneMo criogaTky MOHSATTS TOOYTKY TOJIIH.

Jlooymkom 0eox nooiii A i B nazuseaemuca noois C, wgo nonszae y 30iiicnenni nio
uac 00uHUYH020 eunpodyeanns i noodii A, i nooii B.



C=AB
Jlooymrom 06ox nodiu A i B nazusacmuocs noodis AB, sxa nonseae y cymicHiul nossi

YUx nooiu.

Jlnst moOyTKY N MojIiii BUKOPUCTOBYIOThCS mo3HaueHHss C = AjA, ... A,

3anava. B ypHi nexats 4 4opHUX, 7 4epBOHHUX, 9 3eneHux 1 11 cuHiX KyJIboK. 3
YPHH BUWHSUIA OAHY KYyJbKY. BU3HAUMTH IMOBIPHICTB TOTO, IO BUIHSATA KYyJIbKa Oy/1e
KOJILOPOBOIO (HE YOPHOIO).

Po3B'a3anns. Hexali moais A — mosiBa KOJIbOPOBOT KyJIbKH, A - TTOSIBa YOPHOT,
A, - TIosiBa 4epBOHO1, A - MOsIBa 3€JICHO1, A4 - MOSIBA CHHBOI KyJIbKU. Toi moiro A
MOKHA BUPA3UTH SIK CyMy HECYMICHHUX MOMAIHN As, Az, A4, TOOTO A = Ar + Az + A4 3a
TEOPEMOIO JI0JaBaHHS, JIICTAHEMO

P(A) = P(A2) + P(As) + P(A4),

l+£+£:£=0.87
P(A)=31 31 31 31

Hpuxnan. [Tosea 1, 2, 3,4, 51 6 040K 11 4ac OJTHOTO KUJAHHS TPajIbHOTO KyOHUKa

€ CYKYITHICTb IIECTH HECYMICHUX IO/}, sIKI YTBOPIOIOTH MOBHY Tpymy. [Ipu ibomy P(A )
1

=P(A)=..=P(Ay)= 6.
Tomy

1 1 1 1 1 1
P(A1) + P(A,) + P(As) + P(A4) + P(As) + P(Ag)) ==6+6 +6 +6 + 6 + 6 =]

IpakTnyHe 3aHATTA 22

Tema: EnemeHnTy KOMOIHATOPUKHU

MeTta: 03HAHOMUTUCh OCHOBHUMH MOHATTSAMH T€Opii KMOBIPHOCTEH 1
eJIeMeHTaMHi KOMOIHaTOpUKH .P0o3BUBATH JIOT1YHE MHUCJICHHS, CAMOCTIMHICTh

Metoa: CIIOBECHUN, MPAKTUYHUN

ILnan
1 Teopis KUMOBIPHOCTEH , OCHOBHI MOHSTTS
2 IlpakTuyHe 3aBIaHHsA



CTyneHTH IOBUHHI 3HATH:
- OCHOBHI MOHATTA T€OPii UMOBIPHOCTEN Ta €IEMEHTH KOMOIHATOPUKU

CryaeHTH NOBUHHI yMITH:
-004HCIIIOBATH UMOBIPHICTh MOJ11 BUKOPUCTOBYIOUYH €JIEMEHTH KOMOIHATOPUKU

Jliteparypa

1 Banyue U.W., Junuryn I'./I. Maremartuka aig texaukymoB.-M.:Hayka, 1990.-
C. 362- 366.

O3nauenns. Po3MilieHHSIM 3 m €JIEMEHTIB 110 /7 HA3UBAIOTHCS TaKl CIIOJIYKH, 3 SIKUX
KO)KHA MICTHTh 7 €JIEMEHTIB, Y35ATHX 13 JAaHUX 7 €JIEMEHTIB 1 TaKuX, IO BIJIPI3HAIOTHCS
OJIHA B1Jl O/THOI 200 eeMeHTaMu, a00 TTOPSIIKOM €JIEMEHTIB.

Ywucno BCiX MOXKIMBUX PO3MIMIEHb 3 7 €JIEMEHTIB 10 7 JOPIBHIOE JOOYTKOBI 7
MOCIIIOBHUX LUIMX YWCel, 3 sKuX HanoOuibme m. [losHawaemo Tak 4, ; A — mepiia
JiTepa (paHIy3bKOro CJIOBa «arrangementy, 110 03HAYa€ «POo3MIIeHHsD. Toi

A% =mlm - 1)(m - 2)...[m- (5 - 1)] m!

:(m— n)!’

n! (uutaeMo: n dakropian), n! =1-2-3 ... n.
LimrocTpanisi. Po3risineMo 7 eneMeHTIB, K1 MOKHA PO3MICTUTHU Ha k TIO3ULISX.

Homep no3umii: 1 2 3 k
e
MOXIUBOCTI: 7 n—1 n—2 n—mn-k)
HNEPECTABJIEHHSA

O3nauennsa. Po3MINICHAS 3 m €IEMEHTIB, y34TUX MO m, TOOTO PO3MIIICHHS, SKi
PI3HSITHCS JIUIIIE TTOPSIKOM €JIEMEHTIB, Ha3UBAIOTHCS NepPecTaBIeHHIMH.

Yucno BCIX MOXIMBUX TMEPECTaBICHb 13 m €JIEMEHTIB Mo3HaudaeTbess P, (P —
MoYyaTKOBa JiiTepa (PpaHIly3bKOro CI0Ba «permutationy» — NepecTaBICHHS)

B, =42 =m(m- D(m- 2) -1 =m| (7)

LmrocTpanisi. Hexait MmaeMo 7 e1leMEHTIB Ta 71 TIO3HUIIIH.

L4 | # | « | | A ]

7
n n-1 n-2 1

Bsaoicaroms 3a o3nauenusim:

KOMBIHAIIII



O3nauennsa. Po3MillieHHS 3 m PI3HUX €JIEMEHTIB 10 7 Y KOXKHIM TpyTi, Jie TOpsII0K
€JIEMEHTIB HEICTOTHUH, HA3UBAETHCI KOMOIHAIIEIO i3 m eJIeMeHTiB 110 n.

Yucio BCiX MOKIIMBUX CIIOTy4YeHb (KOMOIHAIIIN) 3 7 €IEMEHTIB IO 71 TI03HAYAETHCS
C,, (C — moyaTkoBa JliTepa JaTUHCHKOTO CII0Ba «combinarey — 3’eanysarn).

Ch=Cps
n o _ m! =(m]
nl(m-n)! \n)°
m| _[ m | (
()=l 5

IIpakTr4He 3aBIaAHHSA

A; =4(4-1)=4 3 =12;

I A} =8(8- 1)(8- 2)(8- 3) =8 -7 -6 -5 =1680.

2 Ha nepuiomy Kypci CTyJeHTH MatoTh 10 HaBUaIbHUX MPEIMETIB 1 5 pI3HUX 3aHSTh
Ha JieHb. CKUJIbKOMa CIoco0amMu MOXHA CKJIACTH BIJMIOBIIHUM pO3KiIaz?
VYci MOxIIHMBI HAOOPH MPEAMETIB CTAHOBJIATH YC1 MOKIIMBI po3MillieHHs 3 10 eneMeHTIB Mo
5. OTxe, yCIX TaKMX CIOCO0IB iICHYE
10!
s = 100 _15.9.8.7.6=30240 e
(10 - 5)! :
3 I3 10 kaumuaaTiB Ha OJHY ¥ Ty camy Mocaay MarTh OyTH 00pani Tpoe. CKiIbKU
ICHY€ BapiaHTiB BUOOPY?
; 1098

o C) =

=120 e
123

4 CkinbkoMa crocobamu MokHa BUOpaTu 13 kapT 13 Kooy, B sikiil 52 kapTu?
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Tema: JlonaBanHs Ta MHOKEHHSI HMOBIpHOCTEH
MeTta: 03HalIOMHUTHUCH 3 TEOPEMaMHU JI0/IaBaHHSI Ta MHOXKEHHSI IMOBIpHOCTEH Ta
BUBYNTH BUITAJKH 1X 3aCTOCYBaHHS

Metoa: CIIOBECHUH , MPAKTUYHUMN

Ilnan
1 Teopema momaBaHHS HMOBIpHOCTEH

2 Teopema MHOEHHS IMOBIpHOCTEN

CryaeHTH IOBUHHI 3HATH:

- O3HA4YCHHA BI/IHaI[KOBO.l' Imoail, 1X BUJM Ta IIpaBrUjia BUKOHAHHSA I[lﬁ HaJ HUMH

CryjeHTH NOBHHHI YMITH:
-3HaXOJUTH WUMOBIPHICTh BUITAIKOBUX MOJ1H Ta YMITH BUKOHABATH JIii HaJ
MarepianbHO-TexHIYHe 3a0e3MeYeHHs Ta TuAAKTHYHI 3aco0u, T3H:
00YHCITIOBaIbHA TEXHIKA

Jliteparypa
1 Banyue M.M., dQumuryn I'.JI. Marematuka nis texHukymoB.-M.:Hayka, 1990.-C.
522-528.

1 Teopema nonaBanHs IMOBipHOCTEH

Bunaakosi noaii A 1 B Ha3UBaKOTh 3aedcHuMU, SKIIO TosiBa oJiHi€l 3 HUX (4 ado B)
BILJIMBA€ HA IMOBIPHICTH MOSBH 1HIIOI.

Y npoTuBHOMY pa3l BUMaakoBi Toaii A 1 B Ha3UBaKThCA He3d-
JIeHCHUMU.

Akmo HWMOBIPHICTh BHITQJKOBOI TMOAIT A OOYMCIIOETBCA 3a YMOBH, IO Tofis B
BiI0yNacs, TO Taka WMOBIPHICTh Ha3UBAETHCA YMOGHOW0. 151 IMOBIPHICTH OOUUCTIOETHCS 3a
dbopmymoro
_P(4ANB)
- P(B)

P(4 /B) P(B) %0 (17)

AHaJIOTIYHO



P(B /A)Z%Q)B), Pl)=0  (18)

1.P(A/B)=0, saxmo ANB = @.
2.P(A/B)=1, axkmo ANB = B.
3. Y pemrri BunaakiB 0 < P(4/ B) < 1.
2 Teopema MHOKeHHs HMOBIpHOCTEH
3rigno 13 (17) 1 (18) maemo:
PANB)=PB)PA/B)=PA)P(B/A). (19)

dopmysa MHOXKEHHS 715 71 3aJIeKHUX BUMIAAKOBUX MOAINA A 1,4, ... A4

P [ é A, J = P (4) P(4y | A)) P(A3 | A14s) ... P(An ! A4 ... A,2)(20)

MHO€eHHsI UMOBIPHOCTEHN JIJIsl HE3AJIC)KHUX BUIIAJIKOBUX MOTIH

SAxmio Bunaakosi nojii 4 1 B € nezanexxuumu, 1o P(4 / B) = P(4), P(B / A) = P(B).
®opmynu (19), (20) HaGepyTh TAKOTO BUTIISIY:

P(ANB) = P(4) P(B);
P [r’ﬁA,-] =11P(4) .
=l i=

Hexail npoBOIUTECS 7 HE3AJIEKHUX CIPOO, Y KOXKHIHN 3 SIKUX MOKE BIAOYTHUCS OIS A;
(i=1,2, 3, ... n) 3 iMmoBipHicTIiO0 P(4;) = p; a60 noisa 4, (A,- U4, =Q, 4,N4, =5 3 IMOBIPHICTIO
P(Zz) =9, (pi +q; =1) .

Hexaii C — nosiBa nofiii A; xo4a 0 oJIuH pa3 Mpu 7 HE3AISKHUX CIpoOax, TOOTO IS OIS
MO>Ke 3’ IBUTHCS 200 OJIMH pa3, abo JBiul, TPl 1 TaK Jiaii, BKItoYarouu Bel 7 pa3. Toxi mofist C 1

HO,ZIifI, JKa IIojpsira€ B TOM mo IIpu n CII o0ax A; He 3’SIBUTHCS KOIOHOI'oO a3
2

4N4,N..N4, =N 4,
i=l

, YTBODIOIOTb TIOBHY TPYIY, & CaMme: CU[ _r"_wlZ] ='Q . Ilpu

)

LEOMY Cﬂ[_ﬁAi] =

i=l

Toni P[CU[ﬁ_i]] :P(C)+P[ﬁ ,.] =p(Q) =1,

OTxe,

Axmo P(A4;) = p; = p = const, To g; = g = const.
Toni

P(C)=1-4".



Mpuxkaan 1. Tlpunang cknamaeTbes 3 YOTHPHOX EIEMEHTIB, IO MPAIIOIOTh
HE3aJIe’KHO OJUH BiJl OAHOTO. IMOBIPHICTH TOTO, IO MEPIINA €IEMEHT HE BHIiIC 3
Jamy M 4ac poOOTH TpHiady, € BETUYMHOI0 cTajol 1 mopiBHioe 0,95. Jlns
JIPYroro, TPEThOIro 1 YETBEPTOrO €JIEMEHTIB 1 UMOBIPHICTh JOPIBHIOE BIAMOBITHO
0,9; 0,85; 0,8.

Sxa UMOBIPHICTh TOTO, 110 MMiJ Yac poOOTH MpUiiaxy 3 Jaay He BHilae xoua O
OJIVH eJIEMEHT?

Po3é’a3anns. Hexait p) = 0,95 — IMOBIpHICTb TOTO, 110 NEPIIHMI €IEMEHT HE BUIJE 3
nany. s nmpyroro, TpeThOro Ta YETBEPTOTO EJIEMEHTIB I HMOBIPHICTH CTaHOBHUTHME
BiznoBiAHO p, = 0,9; p3 = 0,85; p, = 0,8. IMOBIpHICTH TOTO, IO 11 €IEMEHTH BUMIYTH 13 Ty,
JOPIBHIOBATHME B1ITOBITHO:

gi=1-pi=1-095=0,05;
Q2=1—p2=1—0,9=0,1;
¢G=1-p3=1-0,85=0,15;
q+=1—-ps=1-0,8=0,2.
Ha mincrasi (23) maemo:
PO)=1-q192q3gs=1-0,05- 0,1 - 0,15 - 0,2=1-0,00015=0,99985.

Hpuxnag 2. I'panpHuii KyOUK MIIKAIAETHCA YOTHPHU pa3u. YoMy TOpiBHIOE
WMOBIPHICTB TOTr0, IO LHU(pa 3 3’ IBUTHCS NPHU LIbOMY X04a O OJHH pa3?

Po3¢’a3annna. IMOBIpHICTh TOTO, IO IPU OJAHOMY MIJKUAAHHI 3’SIBUThCA LUdpa 3,

. 1 : 1 _5
nopiguioe . Tonig=1-p=1-=.
3rigHo 3 (24) nictaHemo:

_ a_q_(5)F . 625 _ 671
P(O)=1-¢"=1 {6} ! 1296 1296

Mpuxkaax 3. B ypui wmictuthcss 10 ogHAKOBHX KYJIBOK, 13 HHUX
6 yopHux 1 4 Outux. 3 ypHM HaBMaHHS OepyTb [BI KyJIbKH IO OAHIN 0e3
NOBEpPHEHHs. 3’sCyBaTH, 4M OYyJIyTh 3aJ€KHUMH TakKl NOAIi: Meplia KyjabKa
BUSIBUTHCS YOPHOIO 1 IPyra TaKOXK.

Po3¢’azannsa. [lozHauumMo uepe3 A NosiBy YOPHOiI KyJIbKU MPHU MEpUIOMY BUWMAaHHI, a
yepe3 B — mpu jnpyromy. BumankoBi monii 4 1 B OynyTh 3alle)KHUMH, OCKUIBKH TOsIBa
YOpHOI KYJIbKM TpHU MepuIoMy ii BUMMaHHI 3 YpHU (BUIAIKOBA MOAisl A) BIUIUBaTUME Ha
HWMOBIPHICTB TTOSIBH YOPHOT KYJIbKH (BUIIQJIKOBA MOis B) MpH IpyroMy BHIIMaHHI.

Ipuxkaan 4. 3 ypHHU, A TICTh OUTMX 1 YOTHPU YOPHI KYJIbKU, BUWHSIN JBI
KYJbKH 10 OJHI{, IPU LIbOMY I€pPIIA KyJbKa B YPHY ITOBEPTAETHCS.
3’acyBaTu, Yn ByayTb 3anexXHUMK Taki nogil: nepLia BUABUTLCS YOPHOHO,
Opyra Takox.

Po3é’a3anna. Hexail A — nosiBa YOpHOI KyJIbKU NPH MEPIIOMY BUMMaHHI, a B —
npu apyromy. IlosiBa 4OpHOI KyJIbKH MpH MEepUIOMY BUIIMaHHI (3A1CHUIACh OIS A) He



BILJIMBATUME Ha WMOBIPHICTb nos-
BH YOPHOI KyJbKku (monisi B) mpu ApyroMy BUWMAaHHI, OCKIJIBKH CITIBBIJIHOIICHHS MIX
YOPHUMHU Ta OUTUMH KyJbKaMH B IIbOMY pa3i HEe 3MiHIOETHCSI.
Hpuxknaxg 5. Y smuky MicTuThes 15 oaHoTunHuX naeranei. I3 Hux 9
CTaHJIapTHI, a pemrTa — OpakoBaHi. /leTrani BUHMarOTh MO OAHINA 0€3 MOBEPHEHHS.
Tak Oysio BuiiHATO Tpu AeTani. OOUUCIUTA KUMOBIPHOCTI TAKUX BUIAAKOBUX MOIIN:
1) A — Tpu neraini BUSBIATHCS CTAHIAPTHUMU;
2) B — yci Tpu BUSIBJISITHCS OpaKOBaHUMU;
3) C — nBi cTaHAapTHI ¥ ojiHa OpakoBaHa.

Pose’azanna. Hexaii A, — 1osBa CTaHgapTHOi, -4, — OpaKoOBaHOI AETali NpU i-My
BUMMaHHI.
IMonmis A=4,NA4,NA4; B :A_1mA_20A_3,
C =4, N4, NADUA, N A, N AU, N A, N A)

OCKIJIbKH BUIIAAKOBI oaii A;, A; € 3aJ1€KHUMH, TO:

P(A) =P(AlmAzmA3) =P(A1) P(AZ/Al) P(A3 /AIAZ) _ %%% :%’

P(B) =P (A4 NANA) =P (A4) P(A/A) P(A/ A4 A) =— — — =—-

PO =Pl4N4HNHUUNLN4)UEN 4N 4) =
=P (4N AHLNA)+P (4N AN A4)+P (4N A4NAL) =

=P (A) P (Ay/ 4) P (A3 / Ay Ay) + P (Ay) P (Ay | Ay) P (A3 / A1 Ay) +

S P (A P (A /) P (A Ay == o Ca 2 OBy 0 0 5 20,

15 14 13 15 14 13 15 14 13 455

IMpuxaan 6. I3 Maoxunu uncen Q= 1{1,2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9} naBmanns
OepyTh OJIHE YKCIIO, a AaJll 3 PeITH — Jipyre. SIka IMOBIPHICTh TOTO, IO 37100yTe

JTBOIM(POBE YHCIIO Oy/Ie TapHUM?

Po3é’azannn. lloznaunmo dyepe3 A, — mosiBa HemapHOi MUGPU TMPU TEPUIOMY
BUIMaHHI, yepe3 B — mosBa mapHoi uudpu mpu nepuomy, a yepe3 B, — MmosBy mapHOi
uudpyu OpH Ipyromy BUIMaHHI.

Hexaii C — BunajkoBa no/iisi: mosiBa MapHOro JABOLUGPOBOTO YUCIIA.

TOI[i C= (A]ﬂBz) U (31032)

OckinbKY BUITaAKOBI oaii 4y, B, B, € 3a1eKHUMH, TO

P (Q =P (AlmBz) U (B1ﬂBz) :P(AlmBz) + P (BlmBz) =

—P(A)P(B./ A)+P(B)P(B:/B)= 2 5+5 2=2 =2

72 9"
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Tema: 3akoHU PO3MOIITY BUNAJAKOBUX BEIMYNH



Meta: BuBueHHS MOHATTS AUCKPETHOI BUMAAKOBOI BEIMUMHU, 3aKOHIB PO3MOLTY 1
YHCIIOBI XapaKTEPUCTHKHU

Metoa: cnoBecHul , TPaKTUYHHAN

ILian
1 BumagkoBi BEJIMUHHU

2 3aK0oHU PO3MOALTY
3 YucnoBi XapakKTEPUCTUKU
CryneHTH IOBUHHI 3HATH:
-3aKOHU PO3MOJILTY BUMAJAKOBUX BEJIMYNH
CryeHTH NOBUHHI YMIiTH:
-3HAXOJIUTU YHCIIOBI XapaKTEPUCTUKHU
MarepianbHo-TexHiYHe 3a0e3MeUyeHHs Ta TUAAKTHYHI 3aco0u, T3H:
o0YHMCITIOBaIbHA TEXHIKA

Jliteparypa
I Banyue WU.U., Qunmuryn I'.JI. Maremaruka nns texHukymoB.-M.:Hayka, 1990.-C.
525-533.

1. BiHOMiaTbHUI 3aK0H PO3NOALLY
IMOBIpHOCTI B IILOMY 3aKOHi BU3HAYAIOTHCA 3a opmynoro P(X =m) =Cp"(1- p)"", m
=0,1,2, ..., n. 3aKOH CIIPaBHKYETHCA JJII CXEMHU HE3AJIECKHUX MOBTOPHHUX BUMPOOYBaHb, y
KOXXHOMY 3 SIKUX Toliss A Hactae 3 iMOBIpHICTIO p. YacTora HactaHHs mopaii A Mae
O1HOMIAJIbHUI 3aKOH PO3MOLTY. UHCTIOBI XapaKTEPUCTUKH PO3MOILTY:
MX =np, DX :np(l- p).
Ipuxnag 1. Y nexy € 5 BepcraTiB. IMOBIpHICTH TOTO, 110 BEPCTAT MPALIOE, JOPIBHIOE
0,8. 3HaliTh KMOBIPHICTh TOTO, 1110 IPALFOBATUMYTh HE MEHII SIK 3 BEPCTATH.
Po36¢’azanns. IMOBIpHICT TOTO, 1O Mpaltoe OyAb-siKuid Bepcerart, qopisHioe 0,8. Tomy
CIPABKYETHCS GiHOMiaNbHuUIA 3aK0H posnoainy: P(X =m) =C;p"(1- p)"™", m =0,1.2,....n;
P(x =3) =P(x =3) + P(x =4) + P(x =5).
3a3HaueHi KMOBIPHOCTI 3HANAEMO 3a HABEJCHOIO MIONMHO (hOpMYIIOL0.
Plx =3) =C? 0,8° 0,22 +C{ -0,8* 0,2+0,8° =0,2048 +0,4096 +0,32768 =0,94208.

3. 'eomeTpr4HM PO3MOALT
3aKkoH MoAaeThCs PopMyIor: P(X =m) =p(1- p)" ' m=12, ...
['eomeTpuuHMIl 3aKOH PO3MOJIIY Ma€ 4acTOTa HACTAHHS MOJIl Y CXEMl HE3aJICKHUX
MOBTOPHUX BUIIPOOYBaHb, SKIIO BOHU MIPOBOJATHCA 10 MEPIIOTrO HACTaHHS noaii. Y gopmyii
p — IMOBIpDHICTh HAacTaHHS NOJII B KOXXHOMY BHUIIpOOyBaHHI. ['eoMeTpU4YHUI 3aKOH



PO3IMOJIIIY 3aCTOCOBYETBCS Y 3adadaX CTAaTHCTHYHOTO KOHTPOJIO SKOCTI 1 Teopii
HaaiiHOCTI. YKMCITOBI XapaKTEpUCTUKH PO3MOMiTy: MX Z%a DX :lpzp'

Mpuxaanx 2. [lpu BUrOTOBIEHHI JOBUIBHOTO BUPOOY 1IHCTPYMEHT 3 IMOBIPHICTIO p =
0,2 Moxe OyTH MOILIKO/HKEHUM 1 TOTpedyBaTUME 3aMiHHU. 3HAWTH MaTeMaTUYHE CIO/I1BaHHS 1
JTUCTIEPCIIO KUTBKOCTI BUPOOiB, K1 OyyTh BUTOTOBJICHI IIUM 1HCTPYMEHTOM.

Po3é¢’azanna. Hexali BunaakoBa BelanuynHa X — KUIBKICTD JETalIed, BUTOTOBJICHHUX 10
3aMiHU 1M 1HCTpyMeHTOM. Lls BumajkoBa BenmuunHa Moxke HaOyBatu 3Hadenb 0, 1, 2, ....
[ToOyayeMo 3akoH po3moAuTy Iii€l BelInunHU. BoHa HaOyBae 3HAYCHHS, IO JOPIBHIOE HYIIIO,
SIKIIIO TPH BUTOTOBJICHHI IEPIIOro BUPoOy iHCTPYMEHT Oyje momkomkeHo; P(X =0) =p =0,2.
Sxmo iHCTpyMeHT Oyne MOMIKOMKEHO TPU BUTOTOBIEHHI JApyroro BupoOy, To X = 1;
Px =) =pli- p).  Amanoriuno Plx =2) =p(1- p)?, Plx=3) =p1- pl, ..., Plx=k)=
pli- p).,.... Jlns oGUKCIIEHHss MATEMAaTHYHOTO CIIOMIBAHHSA 1 JUCIIEPCii 3iCTaBUMO 3100y THIA
3aKOH PO3MOJALTY 3 TEOMETPHYHHM 3aKOHOM pO3Moalty P(Y =m) =p(l- p)" ', m =1,2,....
OdeBuaHO, Mo X =Y - 1. CKOPHUCTABIINCH BJIACTUBOCTAMH MAaTEMaTHYHOTO CIIOJiBaHHS Ta
JucIiepcii, 11ICTaHeMO:

MY =My -1) =My -1=L-1=5-1=4. DX =D(y - 1) =DY :1'219 =20.
P p

4. I'imepreoMeTpMYHUI PO3MOALI

I'inepreomeTpuyHuid  PO3MOJAL  ONUCYE WMOBIPHICTD HAaCTaHHA m  YCHIIIHUX
pe3yJbTaTiB y # BUIPOOYBaHHSIX, SKIIO 3HAYCHHS 7 MaJie TIOPIBHAHO 3 00CSATOM CYKYITHOCTI
N:

Cm . n-m
PX =m) ==t Nk 3y =012,..,n; k =n.
Cy

Hanpukmnaa, iMOBIpHICTh TOTO, IO 3 7 JACTajlel, Kl BUIIAJKOBO BHUOpAaHO 3 MapTii
o0carom N, m BUSBIATHCA AePEKTHUMH, Ma€ TIMEPreoOMETpUYHUN 3aKOH po3nonauny (k —
KUIBKICTh JepeKTHUX aeTayie y maprtii). Llei 3akoH po3Mofiiny 3acTOCOBYETHCS B 3ajadax
CTaTUCTUYHOTO KOHTPOJIIO SKOCTI Ta B CYMDKHHMX Taly3sx. YHCIOBI XapaKTepUCTHUKU
pPO3MOLTY:

kn nk(N - KN - n)
MX ===, DX = - .
N NiN-1)
. . n . o .
31 SMCHIIICHHAM B1AHOIIICHHA W FlHepFGOMeTpI/ILIHI/II/I pO3HOI[1J'I Ha6JIH)Ka€TLC${ a0
. . .k . . .
OIHOMIAJILHOTO 3 TapaMeTpaMud n 1 P =N [yxe 4YacTto TrinepreoOMeTpu4YHUM PO3IOILI
. nk
aHpOKCHMyeTBCH pO3I'[0I[1JIOM HyaCCOHa, AKIIO 4 :F-

Mpuxkaax 3. Ilapris mictute 200 BupoOIB, cepen sAkux 25 OpaxoBaHux. Jns
nepeBipKku AKocTi 3 napTii Biaiopanu 10 BupoOiB. K110 npu 1boMy KIIBKICTh OpaKOBAHHMX
BUPOOIB HE MEPEBUILYE OAUHUI, TO MapTis NpUMAETbCS. 3HAUTH HMOBIPHICTH TOTO, IO
naptito Oyne mnpuiiHATO. Bu3HauuTH 110 camy WMOBIPHICTb, SIKIIO alNpOKCUMYBATU
TiIepreoMeTPUYHHUMN PO3MO/A1T O1HOMIAIBHUM PO3IMOALIOM 1 3aKOHOM po3nojiuty I[lyaccona.



Po3é’a3anns. 3actocyeMo (GopMylTy TIIIEpreOMETPUIHOr0 3aKOHY posnoiny. ITapriro
Oyne MpuiHATO, SKIO KUTBKICTh OpakoBaHuX cepen nidopanux 10 mopiBHIOBaTHUME HYJIO a00
OJIMHUIII.

10 19
Plx <1) =px =0)+ P(x =1) = Cllzf + G 10C175 ~0,638.

200 200
OOGuucauMoO 1M caMy HMOBIPHICTH 3a JONMOMOToK (GopMyJid OIHOMIAJIBHOTO 3aKOHY
: 25 1
posmoniny, P =5 - =g"
7 10 1 7 9
Plx <1) =p(x =0) + P(x =1) :[—] +10 — '[g] ~0,639.

O06uncnuMo, HapemTi, IO camMy WMOBIPHICTh 3a JOTOMOIOI) 3aKOHY pPO3MOJLTY
ITyaccona:

1
a =np =10 3 =1,25. P(Xx <1) =P(X =0) + P(X =1) =e "*° +1,25¢ "* ~0,644.

SAx Oaummo, MOXMOKKM OOYMCIEHHS B pasl ampoKCHMAaIlii TINepreoMeTpUIHOTO
PO3MOIUTY TIOPIBHSHO HEBEIHKI.

5. PiBHOMipHUIi 3aKOH PO3MOJLTY

Sk1110 UMOBIPHICTh NOTPAIUISIHHS BUMAAKOBOI BEIMYMHU HA 1HTEPBAJ MPOMOpIIiitHA 10

JOBXXHHHM I1HTEPBANy 1 HE 3aJIEKUTh BlJl PO3TAllyBaHHsS IHTEpBaJly Ha OCl, TO BOHa Mae
pPIBHOMIpHUH 3aKOH po3noauty. II{iAbHICTE TaKOTO PO3MOILTY:

O SEICAALCS X — <.~
1
Cx) — _—
v > P —
O

- ST TEXL <> cr — o = 7>
<z

ST ICITELC > — /F>_
PiBHOMIpHHIT 3aKOH PO3MOLTY JIETKO MOJEIIOBATH. 3a TOMOMOTO0I0 (hYyHKI[IOHATBHUX

MEePETBOPEHb 13 BEJIWYMH, PO3MOJIJICHUX PIBHOMIPHO, MOXKHA JICTAaBaTH BEJIUYMHU 3
JOBUTLHUM 3aKOHOM pO3MOJILTy. YUCIOBI XapaKTepUCTUKU PO3IOIITY:

2
MY :a+b’ DX :(b 12a)

Ipuxaan 4. Bunankosa BenuunHa X po3MoAiIeHa PIBHOMIPHO. 3HAWTH HIUIBHICTB il
pognoﬂiﬂy’ SIKIIIO P(Xx =3) =0,4, a MX =2.

Po3¢’azanns. lineHicTs piBHOMipHOTO posmoxmimy J(x) P Otxe, moTpiOHO
BU3HAYHMTH 00JIACTh 3MiHU BUITAJIKOBOI BeTMIMHU. CKIIAaEMO CHCTEMY PiBHSHbB:
3_ 1

——dx =0.4; L= 3 _—o.a

3Sbhb - a 7> — <z =z O. 6/ + O bz —3 3 b _7 — 3
b x cx + H — A — oz _9a_
S dx =2 —= =

a b - «a

<> — = w
T C =D _ <>_ m _
=

IIpakTuuHe 3aHATTH 25



Tema: J[uckpeTHa BUNaAKOBa BETUYMHA. 3aKOH PO3MOALTY IUCKPETHOI BUMAIKOBOI
BHJIMYMHU

Meta: BuBueHHS NOHATTS AUCKPETHOI BUMAIKOBOT BEIMYUHH, 3aKOHIB PO3MOALTY 1
YHCIJIOBI XapaKTEPUCTHKHU

MeToa: CIIOBECHUN , IPAKTUYHUI

Il1an
1 BunaakoBi BEIUYUHHA

2 3aKOHU PO3MOJLTY
3 YncnoBi XapaKTEPUCTUKU
CryneHTH IOBUHHI 3HATH:

- O3Ha4YCHHA BI/IHaI[KOBOI Imoai1, 1X BUAX Ta IIpaByUJIda BUKOHAHHA I[lﬁ HaJa HUMH

CryneHTH NOBUHHI YMIiTH:
-3HAXOJIUTH UMOBIPHICTH BUIIAIKOBHUX TOJII T4 yMITH BUKOHABATH JIii HAJ
MarepianbHo-TexHIYHe 3a0e3MeYeHHs Ta AUAaAKTHYHi 3aco0u, T3H:
00YMCIIIOBaJIbHA TEXHIKA

Jliteparypa
1 Banyne M.M., Quwmryn I'.JI. Marematuka nis texHukymoB.-M.:Hayka, 1990.-C.
532-542.

1 BunaakoBi BeJMYHHH

Bunaoxoeoro Ha3uBaeThCs BEIMUMHA, TKa MOXKE HAOyBaTH PI3HUX YHCIOBUX 3HAYECHb.
Crporimie oO3Hau€HHS BHUMAJKOBOI BEJIWYMHH TIOB’Si3aHE 3 MOHATTAM  HPOCTOPY
ejeMeHTapHux noAii. Hexall 3agano mpoctip eneMeHTapHuX noi . OqHo3HauHa YKCIoBa
¢ynkmia X =/(2). gky 3anaH0 Ha IPOCTOPI €lIEMEHTAPHUX TIOIil, HA3UBAECTHECA BUNAOKOEOIO
eenuuunoro. [1o3HavaroTh BUNAAKOBI BeTUYUHU X.Y.Z a iX 3HaYEHHS XYZ

BumnankoBa BenuurnHa OucKpemH, K10 MHOKMHA 11 3HaY€Hb CKIHUEHHA.

HenepepBHomy mpocTopy eneMeHTapHHMX MOJIii BIJINOBIJIA€ HenepepeéHa 8UnaoKosd
6enuUUHA.

CHiBBIIHOIIEHHSI MDK 3HAYEHHAMHM 1 2 ¥3 BHUMNAAKOBOI BEIMYMHU X 1 IXHIMH

HMOBIPHOCTSIMU

1 P2 Psipasusaetnest 3akonom po3nodiny eunadkoeoi eenuuunu.

JIist MUCKPETHMX BWITAJIKOBUX BEIMYUH 3aKOHH PO3MOAUTY MOXYTh 3aJaBaTHCS
MHO>XHHOIO 3HA4Y€Hb, 110 1X Ha0yBa€e BUIAKOBA BEIMYNHA, 1 HUMOBIPHOCTSMHU WX 3HAYECHb.

n
SIkmo p; =Plx =x,»), 0 2 p; =1, 260, AKIO BEIMYMHA HAOyBa€ 3JIIYEHHOI MHOXKHMHU

=

3Ha4YeHb, TO > p; =1.

i=l



2 3akoHu po3moainy
3aKOHU PO3MOITYy TUCKPETHIX BUMAJAKOBUX BEIMYUH 33/1al0THCS Y TaOII4HiM Gopmi (TOJaroThes 3HAYCHHS BUTIAJAKOBOT
BEJIMYMHH 1 IXHI HMOBIPHOCT),

x; Xy Xa ves X,
p( Lt:"1 p! 999 pn

aHAMITUYHIA (HaBOOUTHCA (popmyla, 3a KO OOYUCIIOIOTHCS HMOBIPHOCTI IS
3aJlaHUX 3HA4Y€Hb BUIIAJIKOBOI BENMYMHM), rpadiuHiil (y IpsIMOKYTHIM cHCTeMi KOOpAMHAT
3a/laeThcsd HAOIp TOYOK (x5 ) CHOJIYYMBIIM TOYKM BIAPI3KAMU MPAMHX, HTICTAHEMO
MHOTOKYTHUK PO3MOJAUTY WMOBIpHOCTEH). YHIBEpCaTbHUM CHOCOOOM 3aJaHHS 3aKOHY

posmoziny iiMoBipHOCTe# € @ynkuia posnodiny Flx) =PX <x). Jlng nuckpeTHnx BemuumH
Flx) = ¥ plx,).

X; <X

. . . lim F(x) =0, lim F(x) =1.
DyHKIisA PO3MOALTY — HECIaaHa, HelepepBHa 3IIiBa, x— - X oo Jlst

JOBUIBHUX <t i B Pla §X<[3) :F(ﬁ)- Flo).

SAxmo X — HemepepBHa BHUIAJKOBA BEJIWYMHA, TO £ (x) — HernepepBHa 1
audepeniiioBana; i moxigHa S (x)=F1(x)  masusaerbcs winvHicmIO PpOo3nooiny

p
iimosipnocmeii. Tpu upomy /() — nepin’emua dynxis, ans sxoi Pla <X <p) = [f(x)dx;

+]?.f(x)dx =1; F(x) = )]'f(t)dt.

3 Yucii0Bi XapaKTePUCTHKH
Mamemamuunum cnoodigannam, abo cepelHIM 3HaueHHsM, MX BUITAAKOBOI

BEJIMYMHU, HA3UBAETHCA P ; XiPi (s QUCKPETHUX BMIIAJKOBUX BEJIMYUH) 1 IHTErpan

Jor (X)dx  (nna HenmepepBHUX BHIAIKOBHX BEIMYMH), SKIIO BOHHM aOCOIIOTHO 301KHI.

MaremaTru4uHe CIOAIBaHHSI Ma€ TaKl BJIACTUBOCTI:
1) MC =C (C — crana);
2)  MCX =CMX ;
3) M(X +Y) =MX + MY;
4) MXY =MX -MY, gxmo X 1 Y — He3aje)XH1 BUMTaKOB1 BEIUYNHH.

Jucnepcia (no3Hadaetbca 4epe3 DX ) BUNAAKOBOI BEIWYMHM X BU3HAYAETHCS 3a

dhopmyIioro:
DX =M(x - Mx)* =mx? - (Mx).

OCHOBHI BJIAaCTUBOCTI TUCTIEPCIi:

1) DC =0

2) DCX =C*DX;

3) D(X +Y) =DX + DY, SIKIIIO BUITAKOBI BEJIMUYMHN HE3AJIEHKHI.

Cepeone keadpamuune eioxunennsa (MO3HAYAETHCS JITEPOI0 O) € KBaJApPaTHUM
KOPEHEM 13 Jucnepcii.

Ipuxkaan Maemo 4 3aroTiBKM I8 BUTOTOBJICHHS  JeTajei. ﬁMOBipHiCTb
BUTOTOBJICHHS TpUAaTHOI nerani aopiBHioe 0,75. 3HaWTHU 3aKOH PO3MOALTY BUITAJAKOBOI



BENTMYMHU X — KIJTBKICTh 3aTOTIBOK, 110 iX Oy/1€ BAKOPUCTAHO ISl BATOTOBJICHHS TIPHUIATHOT
netam. 3HaTH MX i DX, a TakoXX IMOBIPHICTH TOTO, IO 13 IUX 3aroTiBOK Oyne
BUT'OTOBJICHO CTaHAAPTHY JI€Tallb.

Po3é’azanna. 1logaMo 3aK0H po3MOAUTY IS BUMAAKOBOI BeMWYMHU X Y TaOIU4HIN
dbopmi. OueBUAHO, 1110 BUMAJAKOBA BEJIMYMHA MOXE HaOyBaTu 3HayeHsb 1, 2, 3, 4. 3naueHus X
= 1, Oyde Tojl, KoM 3 MEPIIOi 3aroTiBKM BUTOTOBJIEHO CTaHJAPTHY JE€Tallb, a KMOBIPHICTb
1poro aopieHtoe 0,75. BunankoBa BelnurHa HaOyBae 3HAYEHHS 2, SKIIO 3 MEPIIOi 3ar0TiBKU

BUTOTOBJICHO OpakOBaHy JeTajlb, a 3 JIPyroi — MNOpHAATHY. 3a TEOPEMOK MHOXXCHHS
. . o o .. C 1 3 3 . .
IMOBIPHOCTEN MUMOBIPHICTD I[1€1 TTOA1T Plx =2) =11 16 Amnajorigno, X = 3, gKmo jaeraini,

BUTOTOBJIEHI 3 MEPIIOi Ta APYroi 3aroTiBOK, OpakoBaHi, a JeTallb, SKy BUTOTOBJIEHO 3 TPETHOT
2
: 1" 3_3 . : :
3aroTiBKM — npuaatHa. Px =3) =[—] =—-. Hapemri, X = 4, fKwo nerani, BUTOTOBJIEHI 3

4) 4 64
HEPILIMX TPHOX 3aroTiBOK, OpakoBaHi. P(X =4) =[%]\ :é. 3anuIemMo 3aK0H pO3NOALTY:
X; 1 2 3 4
X 0,7 0,1 0,04 0,1
5 875 6875 5625

Jlerko mnepeBipUTH, MO CyMa HMOBIPHOCTEM Yy 3aKOHI pO3MOALLY JOpIBHIOE 1.
3HaiileMo MaTeMaTU4yHe CIOJIIBaHHS Ta JAWUCIIEPCII0 BHUITAJKOBOI BEITUYHMHU 32 HABEICHUMHU
I0HO popMyIaMu.

Mx =142 24334 LB v 134043 003 46 L 20
4716 T 64 64 64 47716 64 64 64
2
Dy 139 (85) _1671
64 64) 4096

Axiio moxist A — «i13 YOTUPHOX 3ar0TIBOK BUTOTOBJICHO OJHY MPUJIATHY JE€Tab)», TO

4
pl4) =1- [l :E_
4 256

IIpakTuyHe 3aHATTA 26
Tema: Maremarnuna ctatuctuka. Bubipku, BubipkoBi po3moiim.
Mera: 3sicyBaTé IpeIMET 1 METOAM MaTeMaTHYHOI CTATUCTUKU, BUBUUTH TTOHSTTS
BUOIPKH 1 BHOIPKOBOTO PO3MOILTY

Metoa: cnoBecHUl , TPAaKTUYHHAN

Inan
1 OCHOBHI TOHATTHA



2 Bubipka
3 JluckpeTHu# CTAaTUCTUYHHUA PO3IOALT BUOIPKH
Ta 1 YUCIIOBI XapaKTEPUCTUKU
CryaeHTH IOBUHHI 3HATH:

- O3HA4YCHHA BI/IHaI[KOBO.l' Imoail, 1X BUJM Ta IIpaBrUjia BUKOHAHHSA I[lﬁ HaJ HUMH

CryjeHTH NOBHHHI YMITH:
-3HaXOJUTH WUMOBIPHICTh BUITAIKOBUX MOJ1i Ta YMITH BUKOHABATH JIii HaJ
MarepianbHo-TexHIYHe 3a0e3MeYeHHs Ta TuAaAKTHYHI 3aco0u, T3H:
00YHCITIOBaIbHA TEXHIKA

Jlitepatypa
1 Qy6oBuk B.I1., FOpuk L.I. Buma maremaruka.-K.: ACK,2001.-C. 24-25.

1 OcHOBHI MOHATTHA

Hayky, 1110 BUKOPHUCTOBYE TE€OPit0 UMOBIPHOCTEH /1J1s1 OOPOOKHU YUCICHHUX OJIMHUIIL
1H(pOopMaIlii SIK HACTIKIB €KCIIEPUMEHTY, Ha3UBAIOTh MAMEeMamui4HoO0 CMamucmuKoro.

OCHOBHMM 3MICTOM MaT€MaTH4YHOI CTaTUCTUKU € CUCTeMaru3allis, o0poOka 1
BUKOPUCTAHHS  CTAaTHCTU4YHOI  iHdopMamii a8  BHUSBJICHHS  CTaTHCTUYHUX
3aKOHOMIPHOCTEH 03HAaKHU a00 03HAK MEBHOI CYKYITHOCTI €JIEMEHTIB.

['enepanbHy CyKyNHICTH -MHOXXHHA €2 OJHOTUITHUX €JEMEHTIB, SKUM IpUTAMaHHI
MeBHI KUTbKICHI O3HAKH (pO3MipH, Bara, Maca Touio),.

OO0csr TeHep. CyKymH. -KUTBKICTh YCIX €JIEMEHTIB TeHepadbHOI CYKYyImHOCTI
MO3HAYaI0ThH CUMBOJIOM [N, 3HAaYEHHS SIKOTO 3/1cOUIBIITOr0 HEBIIOME.

2 BuOipka

Bubipka ko’XHa HEMOPOXHS MIAMHOXHHA A MHOXUHM Q (4 € Q) BUNAAKOBO
BUOpAHUX €JIEMEHTIB 13 TeHEePAJIbHOI CYKYITHOCTI HA3UBAETHCS.

KinpKicTh ycixX eeMeHTiB BUOIPKHA HA3WBaAKOTh i 00CATOM 1 TO3HAYAIOTh CUMBOJIOM
n. Woro 3HayeHHs BiZOMe, NPHYOMY BOHO Ha0araTo MeHIIE 3a OOCSAT TeHepaabHOI
CYyKynmHOCTI (n << N).

MaremaTnyna CTaTUCTHKA pO3B’s13y€ hi:1 Kareropii
3a1au:

1) cratucTiyHe OLIHIOBaHHS (TOYKOBE, IHTEpBajbHE) MapaMEeTpPiB TeHEpaTbHOI
CYKYNHOCTI;

2) mepeBipka MPaBAMBOCTI CTAaTUCTUYHMX TINOTE€3 MPO 3HAYEHHS [apameTpiB
reHepaibHOI CYKYIHOCTI a00 MpO 3aKOH PO3MOAUTY O3HAKKM T'e€HEpaldbHOI CYKYIHOCTI Ha
MiJCTaBl 00OpOOKHU pe3ysIbTaTiB BUOIPKHU.

KinbkicH1 03HaKU €JIleMEHTIB reHepaabHOI CYKYITHOCTI MOXKYTh OYyTH OJHOBHMIPHUMU 1
0araToBUMIpHUMH, TUCKPETHUMU 1 HETIEPEPBHUMH.



Komu peanizyerbcss BUOIpKa, KUTbKICHA O3HaKa, Hampukiaa X, HaOyBae KOHKPETHHUX
YHUCJIOBUX 3HAa4YeHb (X = X;), K1 HA3UBAIOTh 8APIAHMOIO.

3pocTarouunii YHCIOBUN Psifl BapiaHT HA3UBAIOTh 8aApiayiiHUM.

Koxna BapiaHTta BHOIpKM MOXeE OYyTH CIOCTEpEKEHOI0 n; pa3 (n; =1 ), uucimo n;
HA3UBAIOTh YACMOMOI aAPIAHMU X;.

[Ipu upomy
k

n :Z ni ’
i=l

ne k — KUIbKICTh BapiaHT, IO PI3HITHCS YUCIOBUM 3HAUCHHSM;
n — 00csT BUOIPKH.
BigHomeHHss 9acToTH n; BapiaHTH X; 1O OOCSATY BHOIPKH # Ha3UBAIOTH 1i 8IOHOCHOIO
yacmomoro 1 03Ha4aTh uepe3 W, To0To
_n
W=
Ji1st KO’)KHOT BUOIPKH BUKOHYETHCS PIBHICTD

k
2w, =1,
i=l

SIKIO TOCHIKYEThCSL O3HAKa TNeHEPajbHOI CYKYMHOCTI X, sfika € HenepepBHOO, TO
BapiaHT Oyzne Oarato. Y mpoMy pasi BaplalliiHUN psji — 1€ MEeBHA KUIBKICTh PIBHUX ab0
HEPIBHUX YaCTUHHUX 1HTEPBAIIB UM IPYII BapiaHT 31 CBOIMHU YaCTOTaMHU.

Taki yacTWHHI 1HTEpBAIM BapiaHT, SKI PO3MIMICHI Yy 3pOCTalO4iid MOCIIIOBHOCTI,
YTBOPIOIOTh IHMEpBalbHUll 8apiayiinuil pso.

Ha npakTumi nis 3py4HoCTI, SIK IPaBuio, pO3MJISIIAI0Th 1HTEPBAJIbHI BaplalliiHl psiy,
y KOTPUX 1HTEPBAIH € PIBHUMH MK COOOIO.

3 JIucKpeTHUH CTATUCTHYHUI PO3MOAiT BUOIpKHU
Ta 1l YUCJI0Bi XapaKTEePUCTUKH

[lepenik BapiaHT BapialiiHOTO psAY 1 BIAMOBIAHUX iM 4acTOT, a00 BITHOCHUX YacTOT,
Ha3UBAIOTh OUCKPEMHUM CIAMUCTMUYHUM PO3NOOLIOM GUOIDKU.

VY TabnuyHiit Gopmi BiH Ma€e TaKUid BUTIISI;

X X X X 1. X
= Xi 1 2 3 k
7 n 7 n 4. 17
i 1 2 3 k
W /4 W W W
i 1 2 3 k

JIucKpeTHU# CTaTUCTHYHHUK PO3MO/I1JI BUOIPKH MOYKHA MMOJIATH eMITIPUIHOIO (DYHKITIEIO
F(x).
Emnipuuna ¢ynuxyis F *(x) ma it enacmueocmi. @yHKIIIsI apryMEHTY X, 1110 BU3Ha4yae
BIJIHOCHY 4YacToTy noaii X < x, To0TO
n
F*(x) =W (X <x) =—,
n

HA3UBAETHCS eMUIPUUHOIO, 300 KOMYISAMOIO.



Tyt n — oOcsar Bubipku;

N, — KUTBKICTh BapiaHT CTATUCTUYHOTO PO3MOUTY BUOIPKH, 3HAUYEHHS SIKUX MEHIIE 32
¢bikcoBaHy BapiaHTy X;

F *(x) — Ha3UBaIOTH 1€ PYHKYIEIO HACPOMAONCEHHS BIOHOCHUX YACTOMN.

Bracmueocmi F *(x):

10 < F*x) < 1;

2) F(Xmin) = 0, A€ Xmin € HAMMEHILIOIO Bap1aHTOIO BapiallitHOTO psy;

3) ¥ ()| w2 =1, JI€ Xmax € HAHOLIBIION BapIaHTOIO BapialiitHOTO PAAY;

4) F(x) € HecnanHOIO (DYHKIIEKO apryMEHTy X, a came: F(x2) = F(x)) npu x; = x;.

IMoJtiron 4yacToT i BiTHOCHUX 4aCTOT. J[MCKPETHUI CTATUCTUYHUN PO3IOALT BUOIPKU
MOXHa 300pazutu rpadivyHO Yy BUIJIAAl JaMaHOl JIiHII, BIAPI3KH SKOi CIOIY4YaroTh
KOOPAMHATH TOYOK (X;; 1), a00 (x;; W)).

VY nepiioMy BUIAJKy JamMaHy JIiHIIO HAa3UBAIOTh NOJNI2OHOM 4acmom, y APYroMy —
NONI2OHOM GIOHOCHUX YACHMOM.

Hucnosi xapakmepucmuKu:
1) 6ubiprosa cepeouns eenuuuna Xs . BenuuuHy, sika BU3HAYA€ThCS (POPMYII0I0
_2xn,
Xp =,
n

HA3UBAIOTh BUOIPKOBOI0 CEPeOHbOI0  BENUUUHOIO OUCKDEMHO20 CMAMUCMUYH020
PpO3n00iny UOIpKU.

Tyt x; — BapianTa BapiariiHOTO psTy BUOIPKH;

n; — 4YacToTa L€l BapiaHTH;

n — obcsr Bubipku (n =Xn,).

SIK110 Bcl BapiaHTH 3’ SBISIOTHCS Y BUOIPIII JIMIIIE IO OJTHOMY pasy, ToOTo n; = 1, TO

_ _Dx

Xp = ;

n

2) sioxunenns gapianm. Pi3uuitio (x; - Xp )n; HA3UBAIOTh BIIXWJICHHSIM BapiaHT.

[Ipu upomy

2 (x; = Xp)n, =X x.n, - X Xpn, =n Xz - n Xz =0,

OTxe, cymMa BIAXWJIEHb YCIX BapiaHT BapiallliHOTO psAly BUOIPKH 3aBXKAU JOPIBHIOE
HYJICBI;

3) mooa (Mo*). Mooorw ouckpemHo2o cmamucmuyHo2o po3nooiny ubipku Ha3UBaIOTh
BapiaHTy, 1[0 Ma€ HAWOLIBITY YaCTOTY TOSIBH.

Mon Moxe OyTH Kinbka. Konm quckpeTHuN CTaTHCTHYHUN PO3MOJIIT MAa€E OJHY MOIY,
TO BIH Ha3UBAETHCSI 0OHOMOOAIbHUM, KOJIA MA€ JIBI MOIH — 060MOOAIbHUM 1 T. 1.}

4) meodiana (Me*). Meodianow Ouckpemnoco cmamucmuino20 po3nooily 6ubipKu
Ha3WBaIOTh BapilaHTy, sKa IMOISAE BapilalliiHUM s HA JIBI YaCTHUHU, PIBHI 3a KUIBKICTIO
BapiaHT;

5) Oucnepcin. Jlia BUMIPIOBaHHS PO3CIIOBaHHS BapiaHT BHUOIPKK BITHOCHO Xp
BUOWPAETHCS AUCTIEPCIsl.

Hucnepcis eubipxu — 1e cepeaHe apudMeTUYHE KBAAPATIB BIIXWICHb BapiaHT
BIIHOCHO Xg , SIK€ OOYUCITIOETHCS 32 (POPMYIIOIO




_2(x - )_CB)2ni
B n

2
:in n;

Dy abo

Dy - (%)’

6) cepeone keadpamuuHe 6ioxuneHHs 6ubOipku Og. [Ipu oOumcienHi Dp BiIXUICHHS
MIJTHOCUTBCS 10 KBAApaTa, a 0T>KE, 3MIHIOEThCS OJUHULA BUMIPY O3HAKH X, TOMY Ha OCHOBI
JTUCTIEPCii BBOAMTHCS CEpeIHE KBAAPATUIHE BiAXUICHHS

o, =D, ,

SIK€ BHUMIPIOE PO3CIIOBaHHS BapiaHT BHUOIPKM BIJHOCHO Xp, ajlé B THUX CaMUX
OJIMHUIISX, B IKMX BUMIPIOETHCS O3HAKA X;

7) posmax (R). Jas rpyOoro OIIHIOBaHHS PO3CIIOBAHHS BapiaHT BIJHOCHO Xy
3aCTOCOBY€ETHCS BEJIMYMHA, KA JOPIBHIOE PI3HUII MK HAUOUIBIIOI Xmax 1 HAMMEHIIIOIO Xmin
BapiaHTaMu BapialiiHoro psay. L{s BennunHa Ha3UBA€THCS pO3MAXOM

R =X = Xoin ;

8) roeghiyiecum eapiayii V. JIns NOpIBHSIHHS OIIHOK Bapiallii CTATUCTUYHHUX PSIIB 13
PI3HUMU 3HAYCHHSIMH Xg , SIKI HE JIOPIBHIOIOTH HYJIEBI, BBOJIUTHCS KOS(IIIEHT Bapiallii, SKuii
O0YHCITIOETHCS 32 (HOPMYIIOIO

v =28100%

Xp

l'[pmcnazl. 3a 3aJaHUM CTaTUCTUYHHUM PO3IOJILIOM BUOIpKU

X 2,5 4,5 6,5 8,5 10,5
=y

ni 10 20 30 30 10
OTPiOHO:

1) obumcauT X5, Py, Op;

2) 3uaiitu Mo, Me”;

3) oOuucnutu R, V.

Pose’azanna. Ockinpku n =Xn, =100 1o 3rigHo 3 dopmynaamu (354), (357), (358)

ICTAaHEMO:
5 _Xxm _2510+4,520+65-30+8,5-30+10,5 10 6.7
Bon 100 o
X5 =6,7 .

Jliist oOurcnieHHs Pr BH3HAYA€THCS
Yxin. (2,57 10+ (4,5)* 20 +(6,5)* 30+ (8,5)* -30+(10,5)* -10

=50,05.
n 100
Toni
Sxin,  _ 2
D, == L (5,)? =50,05- (6,7)* =50,05- 44,89 =5,16.
n
DB = 5,16
oy = ,DB =4/5,16 =2,27.
oy =2,27.
Mo* =6,5; 8.5.

OTxe, HABEJEHUI CTATUCTHYHMI PO3IOALA BUOipku Oynae aBoMoganbHuM. Me* = 6,5,
OCKUIBKH BapiaHTa x=6,5 MO I1JISIE BapialiiHui pan



2,5; 4,5; 6,5; 8,5; 10,5 na nBi wactuau: 2,5; 4,5 1 8,5; 10,5, siki MarOTh OJHAKOBY KiJIbKICTh
BapiaHT.
R=x__ - x,. =10,5- 2,5=8.
v =Z8 1009 =227

Xg 6,

100% =33,88%.
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	5 Розв`язування вправ
	Студенти повинні знати:
	яка площина називається комплексною, поняття модуля і аргумента комплексного числа
	Студенти повинні уміти: застосовувати вивчені формули, зображати комплексні числа і дії над ними на площині
	Література
	1 Геометрична інтерпретація комплексних чисел.
	2 Геометричне зображення суми і різниці двох комплексних чисел.
	5 Розв`язування вправ
	Практичне заняття № 3
	Теоретичні відомості:

	Степенем р комплексного числа є число , де р — будь-яке ціле число. Ця формула легко виводиться за означенням добутку комплексних чисел.
	Якщо р — ірраціональне, то р-й степінь будь-якого числа має нескінченну множину значень.
	Подати sin3 та cos3 через sin та cos.
	Прирівнюючи відповідні абсциси та ординати, дістаємо:
	Знайти .
	Беручи до уваги формулу Ейлера, дістаємо:
	Властивості:
	
	Обчислити дійсне значення .
	 . 
	Практичне заняття 4
	Тема: Розв'язування систем лінійних рівнянь за формулами Крамера

	А= В=
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	Тема: Матричний метод розв'язування систем лінійних рівнянь
	Мета: Вивчення поняття оберненої матриці і матричного способу розв`язування систем рівнянь
	Метод: словесний , практичний
	План
	2 Матричний метод
	Студенти повинні знати: алгоритм знаходження оберненої матриці, і розв`язування системи рівнянь
	Студенти повинні уміти: розв`язувати систему рівнянь матричним способом
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби,ТЗН: обчислювальна техніка
	Література
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	Література
	Середня швидкість
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	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН:
	Література
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	Студенти повинні уміти:
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	Практичне заняття 13
	План:
	Студенти повинні знати:
	Студенти повинні уміти:
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН:
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	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН:
	Література
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	Студенти повинні знати:
	Студенти повинні уміти:
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН:
	Література
	Практичне заняття 20
	Тема: Знакозмінні ряди, функціональні ряди
	Мета: Вивчити особливості дослідження н збіжність знакозмінних і функціональних рядів
	Метод: словесний , практичний
	План
	2 Функціональні ряди
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби,ТЗН: обчислювальна техніка
	Студенти повинні знати:
	Студенти повинні уміти:
	досліджувати знакозмінні та функціональні ряди за допомогою ознак
	Література
	1. Знакозмінні ряди. Ознака Лейбніца
	Знакопочерговим рядом називається ряд вигляду
	(1)
	де для (тобто ряд, додатні і від’ємні члени, якого стоять один за одним по черзі).
	Достатня ознака збіжності
	Теорема.1 (ознака Лейбніца). Знакопочерговий ряд (.1) збігається, якщо:
	1 Послідовність абсолютних величин членів ряду монотонно спадає, тобто
	2 Загальний член ряду прямує до нуля: При цьому сума ряду (3.1) задовольняє нерівностям
	(2).
	Зауваження:
	1. Дослідження знакопочергового ряду вигляду
	(3)
	(з від’ємним першим членом) зводиться шляхом множення всіх його членів на (-1) до дослідження ряду (1).
	2. Співвідношення (.2) дозволяє отримати просту і зручну оцінку помилки, яку ми допускаємо, замінюючи суму S даного ряду його частинною сумою Відкинутий ряд (остача) є також знакопочерговим рядом сума якого по модулю менша першого члена цього ряду, тобто Тому помилка менша модуля першого з відкинутих членів.
	2 Знакозмінні ряди.
	Знакопочерговий ряд є окремим випадком знакозмінного ряду. Числовий ряд що містить нескінченну множину додатніх і нескінченну множину від’ємних членів, називається знакозмінними.
	Для знакозмінних рядів має місце наступна загальна достатня ознака збіжності.
	Теорема 14.3.2. Нехай даний знакозмінний ряд (3.4)
	Якщо збігається ряд (3.5)
	складений з модулів членів даного ряду, то збігається і сам знакозмінний ряд(4).
	●
	3. Абсолютна і умовна збіжності знакозмінних рядів рядів.
	Знакозмінний ряд називається тим, що абсолютно збігається, якщо ряд, складений з модулів його членів, збігається.
	Знакозмінний ряд називається тим, що умовно збігається, якщо сам він збігається, а ряд, складений з модулів його членів, розбіжний.
	3 Ряд . абсолютно збігається, оскільки ряд, складений з модулів його членів, збігається
	Ряди, що абсолютно збігаються, додаються, віднімаються, перемножуються як звичайні ряди. Суми таких рядів не залежать від порядку запису членів.
	Тому дії над рядами не можна виконувати, не переконавшись в їх абсолютній збіжності.
	Для встановлення абсолютної збіжності використовують всі ознаки збіжності знакопозитивних рядів, замінюючи усюди загальний член ряду його модулем.
	2 Функціональні ряди
	Ряд, членами якого є функції від x, називається функціональним:
	(4.1).
	Надаючи x певне значення x0, ми одержимо числовий ряд
	
	Якщо одержаний числовий ряд сходиться, то точка x0 називається точкою збіжності ряду (4.1); якщо ж ряд розходиться – точкою розбіжності функціонального ряду. Сукупність числових значень аргументу x, при яких функціональний ряд сходиться, називається його областю збіжності. В області збіжності функціонального ряду його сума є деякою функцією від x: . Визначається вона в області збіжності рівністю
	, де - часткова сума ряду.
	Степеневий ряд
	степеневий ряд ряд, членами якого є степеневі функції аргументу х,:
	(4.3)
	Дійсні (або комплексні) числа називаються коефіцієнтами ряду (4.3) - дійсна змінна.
	З'ясуємо питання про збіжність степеневого ряду (4.3). Область збіжності степеневого ряду (4.3) містить принаймні одну точку  х = 0 (ряд (4.4) сходиться в точці х = х0).
	Теорема 14.5.1 (Абеля). Якщо степеневий ряд (4.3) сходиться при , то він абсолютно сходиться при всіх значеннях х, що задовольняють нерівності
	у.
	Наслідок 14.5.1. Якщо ряд (4.3) розходиться при х = х1, то він розходиться і при всіх х, що задовольняють нерівності .
	Інтервал і радіус збіжності степеневого ряду
	З теореми Абеля виходить, що якщо є точка збіжності степеневого ряду, то інтервал весь складається з точок збіжності даного ряду; при всіх значеннях х поза цим інтервалу ряд (4.3) розходиться.
	
	Рис . 2
	Інтервал називають інтервалом збіжності степеневого ряду. Поклавши, що , інтервал збіжності можна записати у вигляді . Число R називають радіусом збіжності степеневого ряду, тобто
	Аналогічно, ознакою Коші
	Зауваження:
	Якщо , то можна переконатися, що ряд (4.3) абсолютно сходиться на всій числовій осі. В цьому випадку .
	Якщо , то R=0 . Інтервал збіжності степеневого ряду (4.4), що шукається з нерівності ; має вигляд .
	Якщо степеневий ряд містить не всі степені х, тобто заданий неповний степеневий ряд, то інтервал збіжності ряду знаходять без визначення радіусу збіжності (формули (5.1) і (5.2)), а безпосередньо застосовуючи ознаку Даламбера (або Коші) для ряду, складеного з модулів членів даного ряду.
	Приклад 1. Обчислити приблизно суму ряду
	Він збігається. Можна записати: замінивши на
	
	зробимо помилку, меншу, ніж Отже,
	Приклад 2. Дослідити збіжність ряду
	○ Це знакопочерговий ряд збігається. Однак ряд, складений з модулів членів даного ряду, розбіжний (гармонійний ряд)..
	Приклад 3. Знайти область збіжності ряду .
	○ Знайдемо радіус збіжності ряду за формулою (5.1):
	.
	Отже, ряд сходиться при -2 < х + 2 < 2, тобто при -4 < х < 0. При х = - 4 маємо ряд , який сходиться за ознакою Лейбніца. При х = 0 маємо ряд, що розходиться .
	Отже, областю збіжності початкового ряду є піввідрізок [- 4;0)
	Приклад 4. Знайти область збіжності ряду
	○ Заданий ряд неповний. Скориставшись ознакою Даламбера для даного ряду, маємо: , , .
	Ряд абсолютно сходиться, якщо х2 < 1 або -1 < х < 1. Дослідемо поведінку ряду на кінцях інтервалу збіжності. При х = -1 маємо ряд , який сходиться за ознакою Лейбніца. При х = 1 маємо ряд - цей ряд теж сходиться за ознакою Лейбніца. Отже, областю збіжності початкового ряду є відрізок [-1;1]. ●
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	Тема: Випадкові події. Імовірність випадкової події. Операції над подіями
	Теорія ймовірностей як самостійна наука виникла в середині XVII століття. Тоді були дуже поширені азартні ігри, тобто ігри, в яких результат залежить лише від випадку. До таких ігор належать ігри з кубиками, гра в «орлянку», деякі карточні ігри. Б. Паскаль і П. Ферма в листуванні з приводу задач, які виник­ли в зв'язку з азартними іграми, запровадили поняття ймовір­ності. Для розв'язання таких задач існуючий тоді математич­ний апарат виявився недостатнім, і було закладено основи нової науки. Нині теорія ймовірностей широко застосовується в фізиці і в біології, у техніці, в різних галузях народного господарства.
	Наприклад: під час витягування навмання однієї карти з ко­лоди ви взяли короля. Подія А — «взято короля» є випадковою.
	Випадкові події можуть бути масовими та одиничними.
	Виконання вправ

	Теорема множення імовірностей
	Студенти повинні знати:
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	Означення. Розміщенням з m елементів по n називаються такі сполуки, з яких кожна містить n елементів, узятих із даних m елементів і таких, що відрізняються одна від одної або елементами, або порядком елементів.
	Означення. Розміщення з m елементів, узятих по m, тобто розміщення, які різняться лише порядком елементів, називаються переставленнями.
	Означення. Розміщення з m різних елементів по n у кожній групі, де порядок елементів неістотний, називається комбінацією із m елементів по n.
	2 На першому курсі студенти мають 10 навчальних предметів і 5 різних занять на день. Скількома способами можна скласти відповідний розклад?
	4 Скількома способами можна вибрати 13 карт із колоди, в якій 52 карти?
	Практичне заняття 23
	Тема: Додавання та множення ймовірностей
	Мета: ознайомитись з теоремами додавання та множення ймовірностей та вивчити випадки їх застосування
	Метод: словесний , практичний
	План
	Студенти повинні знати:
	Студенти повинні уміти:
	-знаходити ймовірність випадкових подій та уміти виконавати дії над
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби,ТЗН: обчислювальна техніка
	Література
	Практичне заняття 25
	Тема: Закони розподілу випадкових величин
	Мета: Вивчення поняття дискретної випадкової величини, законів розподілу і числові характеристики
	Метод: словесний , практичний
	План
	2 Закони розподілу
	3 Числові характеристики
	Студенти повинні знати:
	-закони розподілу випадкових величин
	Студенти повинні уміти:
	-знаходити числові характеристики
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби,ТЗН: обчислювальна техніка
	Література
	Практичне заняття 25
	Тема: Дискретна випадкова величина. Закон розподілу дискретної випадкової внличини
	Мета: Вивчення поняття дискретної випадкової величини, законів розподілу і числові характеристики
	Метод: словесний , практичний
	План
	2 Закони розподілу
	3 Числові характеристики
	Студенти повинні знати:
	Студенти повинні уміти:
	-знаходити ймовірність випадкових подій та уміти виконавати дії над
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби,ТЗН: обчислювальна техніка
	Література
	2 Закони розподілу
	3 Числові характеристики
	Практичне заняття 26
	Тема: Математична статистика. Вибірки, Вибіркові розподіли.
	Мета: зясувати предмет і методи математичної статистики, вивчити поняття вибірки і вибіркового розподілу
	Метод: словесний , практичний
	План
	2 Вибірка
	Студенти повинні знати:
	Студенти повинні уміти:
	-знаходити ймовірність випадкових подій та уміти виконавати дії над
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби,ТЗН: обчислювальна техніка
	Література
	2 Вибірка

