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Jleknis 1
Tema: Beryn. KommnekcHi uncia ta fii Haj HUIMU

Merta: BBECTH TOHITTS KOMIUIEKCHOTO 4Kclia, (GOPMYBAaTH HABUYKH i 3
KOMIUIEKCHUMU YUCIIAMU

Metoau: CnoBecHU, MPAKTUIHUI

Il1an:

[Ipeamer 1 METOT MaTEeMaTUKH.

IcTopuuHa f10BijiKa TPO PO3BUTOK MaTEMaTHKH.
ITOHSTTS KOMIUIEKCHOTO YHCIIA.

Jii 3 KOMIIJIEKCHUMH YUCIAMH.

MoayJib Ta apryMEHT KOMIIJIEKCHOTO YHCIIA.

B W N — =

MarepianbHo-TexHiYHe 3a0e3Ne4eHHs Ta TUAAKTUYHI 3aco0u, T3H:
OO6uncmoBaibHA TEXHIKA

Jlirepartypa:
Hy6osuk B.I1., FOpuxk I.I. Buma matemaruka.-K.:ACK, 2001, ¢.3-10.
Banyue N.W., Junuryn I'.JI. MaTtemaTtuka s TexHUKyMoB. -M.: Hayka, 1990.-
C. 78-92.

TeopeTuuni BitomocTi

1 HNPEIMET I METOJ MATEMATHUKHA

CrnoBo ,,MatemaTrKa" MOXOIUTh BiJI IPEIHKOTO CJIOBA ,,MaTema',I1o 03HaYa€e
3HaHHs. BuHuKIa MaTeMaTrKa B 3B'SI3Ky 13 IPAKTUYHOIO JTISJIBHICTIO JIFOJIEH. 3
HaNPEBHIIIMX YaciB JOU 3yCTPIYaIUCh 3 HEOOXIIHICTIO BUAUICHHS CYKYITHOCTEN
00'€KTIB, JIJISHOK 3€MJI1, TOIIO.

B pesynbrari 6aratoBikoBOi MpakTUYHOT AISUTBHOCTI JIHO/IeH, BUHUKIIA OCHOBHI
abCTpakTHI MaTeMaTU4HI MOHATTSA: YUCI0, TeOMeTpuyHa irypa, GyHKIlis, OX11HA,
1HTerpaJl, BUNIAJKOBA BEJIMYNHA, IMOBIPHICTb.

3a cBOIO ICTOPII0 MATEMATHKA, SIKa PO3BUBAJIACH Y TICHOMY 3B'SI3KY 3 PO3BUTKOM
BUPOOHUYOT AISUTBHOCTI JIIOJIEH, IEPETBOPUIIACH B CTPYHKY JCAYKTUBHY HayKy, siKa
npeacTaBiisie cCOO0I0 MOTYKHUM anapar i BUBUEHHS! OTOUYIOYOrO HAC CEpEOBUILA.



2 ICTOPUYHA JTOBIJIKA ITPO PO3BUTOK MATEMATUKH

IcTopito pO3BUTKY MAaTEMATUKU MOKHA YMOBHO MOJUIMTH HA YOTHPHU MEPIOJIH.

1 mepiox - 6-5 cT. 10 H. €. - MEPIOJ 3apOHKEHHS MAaTeMaTUKHU: apuMETHKU,
anreOpu Ta MOYaTKIB FEOMETPIi.

2 mepioa - 5 cT. 10 H. €. - cepenuna 17 cr. - mepioj eJIeMeHTapHOT MaTeMaTUKH.
CTBOpEHO JAECATKOBY CHUCTEMY YHUCJICHHS, 3HaWJIEHO METOJ pO3B'SI3yBaHHS JIHIHHUX
PIBHSIHB, MOYAIM 3aCTOCOBYBATH 3HAKHW JOJABaHHS, BIAHIMAHHS, KOPEHIB, AYXKKH, 3HAKU
CTemeHiB, OyKBU i mo3HaueHHs, Toio. (danec, Apximen, [Tidparop, EBkiin, Bier).

3 mepiox - cepeanna 17 - mouatok 20 CTOMITTS - MEPIOJ CTBOPEHHS MAaTEMaTUKHU
3MiHHUX BelnuuH. CTBOPUBCSA PsAJl HOBUX MAaTeMaTHYHUX HAYK - Teopis AudepeHItiaaIbHuX
piBHSIHB, Teopis GyHKIiH, audepenianpaa reomerpis. (P.Jekapt, [Idepma, XK. Jlarpamxk,
[.Heroron, BJleitonin, K.fko6i1, K.Beiteprrrpace, MB.Octporpaacekuii, [1.JI.Uebumes).

4 mepiox - mepiox cydacHOI MaTeMaTHKA - XapaKTEPHU3YEThCS MIHUPOKHM
3aCTOCYBaHHSM MaTEMaTWKH 10 3a7ad, IO iX BHCYBAa€ MPUPOJO3HABCTBO 1 TEXHIKa.
(H.I'ims6ept, I'.KanTop, I1.C.Anexcanapos, M.M.boromto60B, A.M.Koimoropos).

CTBOpEHHS €IEKTPOHHUX OOYUCITIOBATLHUX MAIIIMH 3HAYHO PO3IIUPIOE MOKIUBOCTI
MaTeMaTukH. 3aBasgkn EOM maTeMaTHYHI METOU 3aCTOCOBYIOTHCSI HUHI HE TUTBKH TaKHX
TpaIUIIMHUX HayKaX , SK MeXaHika, (i3uKa, aCTpOHOMIs, a i B XiMii, 010710711,
IICUXOJIOT1I, COI[10JIOT1l, EKOHOMIIIl, MEIUIIMHI, JIHI'BICTHII Ta 1H.

3TMTOHATTA KOMIIVIEKCHOI'O YUCJIA

O3nauenns. KoMnjekCHUM YUCJIOM HA3WBAETHCS YHCIIO BULY a + ib, ne a, b € R,
7 =-1.

Jl1iicHe YHMCI0 a Ha3WBAETHCSA AIMCHOI YACTHMHOI KOMIIJIEKCHOIO 4Hucia a + ib, a
JiHCHE YUCIIO b — HOT0 YABHOK YaCTHHOK0. YNKCIIO0 7 HA3UBAETHCS YABHOK0 OUHHUIICH).

O3nauenna. J|pa KOMIUIEKCHI uucna a + bi 1 ¢ + di Ha3UBalOTHCS PiBHUMH, SKIIO @
=c1b=d.

O3nauenna. J[Ba KOMIUIGKCHI 4YMClIa BUAY a+bi Ta a—bi Ha3uBarOTHCS
CIIPSKEHUMU.

KomruiekcHi uucia 300pakaroTh Ha YHMCIIOBIM IutontuHi. [ mporo BUOMparoTh Ha
IUTOIIMHI MPSIMOKYTHY CHCTeMy KoopauHaT. KomriuiekcHe umcio a + ib 300pakaeThes
Toukoro M (x, y), abcuuca X SKOI JOPIBHIOE IMCHIM YacTHHI KOMIUIEKCHOTO 4YHCIIa
a(x = a), a opauHATA y JOPIBHIOE YSIBHIN YaCTUHI KOMIUIEKCHOTO uncia b (y = b).

y A VaBHa Bich

M

y

MiticHa Bich

O™ X

Mpwknag 300pa3uTu Ha IJIOMIMHI KOMILJIEKCHI YUCIa:
3+4i; —2+3i; —3-2i; 4+0i; 0+ 2i.
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4 11i 3 KOMIIVIEKCHUMHA YUCJIAMUA
O3nauenns. CymMo10 BOX KOMIUIEKCHUX umcell a + bi 1 ¢ + di Ha3mBaeThcs
KOMILIEKCHE uncio (a + ¢) + (b + d)i:
at+tbit(ctdi)y=a+c+ (b

+ d)i.

[Tpuknagu:

D(E3+5)+(@-8)=(-3+4)+(5-8)i=1+(-3)i

2)(—2+3)+(-2-3))=(-2-2)+(3-3)i=—4+0i=-4.

O3nauennsn. PizHune0 1BOX KOMIUIEKCHUX 4yucen a + bi Ta ¢ + di Ha3uBaeThCA
KOMILTIeKCHEe uncio (a —c¢) + (b — d)i.
a+bi—(ctdi)y=a—-c+ (b

— d)i.

[Tpuknagu:

)(=5+2))—3-5)=(-5-3)+2-(-95)i=—8+T7i.

2)(3-4)-B+4)=B-3)+(-4-4)i=0+(—8)i=-8i.

O3nauennsa. JI00yTKOM JIBOX KOMIUIEKCHHX 4YMceNl a + bi 1 ¢ + di Ha3UBaeThCA
KOMILIEKCHE uucio (ac — bd) + (ad + bc)i.

*(a + bi)(c +di)=ac + adi + bidi + bci = ac — bd + (ad + bc)i®

3aysaxcenna. Ha mnpakTtuili He 3aBXKIM KOPHUCTYIOThCS GopMmysor. MoxHa
KOMITJIEKCHI YMCJIa MHOXKHUTH, SIK TBOYWJICHHU.

LKL 1) (1 =203 +2i)=3—6i+2i—4i =17 — 4i;
2) (a +ib)(a — ib) = a* + b°.
O3nauennsn. YacTkorw IBOX KOMIUIEKCHHX 4Hucel a + bi 1 ¢+ di Ha3uBaeTbCd
KOMILJIEKCHE YHCIIO
ac + bd +cb- adl,
C2 + d2 c2 + d2 .
Ja+bi |(a+bi)(c-di) _ac+bd +(bc- ad)i _|ac+bd  bc- ad }'

= = = 1
c+di |(c+di)c- di) c? +d? A+d? 2 +d?
7-4i _(7-4)3-2i) _21-12i-14i+8i* 13- 26i
3+2i  (3+20)(3- 20) 9+4 13

Mpuknap =1- 2i.




5MOIYJb TA APTYMEHT KOMIIVIEKCHOI'O YNCJIA
O3nauenns. MojayJjieM KOMIUIEKCHOTO YHUCNA a + bi Ha3WBAETHCS BUPA3 Va’ +b2,
KU MO3HAYa€eThes r abo |a + bil.

=Y

Puc. 1.13
Dowrnann r =[3+ 51| =v/32 + 52 =34 ~5:83;
r=l 4+ =12+ 17 =42 ~141;
r =|0+7i =7.

O3nauennsa. Kyt ¢ mix Biccto Ox 1 Bigpiskom OM, ne Touka M 300paxkae
KOMIUIEKCHE YUCIIO @ + bi, HA3UBAETHCSI apryMeHTOM KOMIUIEKCHOTO uucia a + bi (puc.
1.13).

KoxHe BigMiHHE BiJ HyJs KOMIUIEKCHE YHCJIO Ma€ HECKIHUYCHHY KUIBKICTh
apryMEHTIB, SIKI BIAPI3HAIOTHCS OJWH BiA oxHOro Ha 2mk. Jlns uucna 0 aprymeHT He
BU3HAUYCHU.

APryMeHT @ KOMILJIEKCHOI0 YucJia a + bi Bu3HavYaeTbest popmyaamu:

b a . b
tgp =—; COS (p =——; singp =—————, a #0. 1
a ¢a2 + b2 la2 + b2 ( )
3ayea.7fceHH}l. H_[06 KOpUCTYBAaTuCs LHUMU (1)OpMyJ]aMI/I, HOTpi6HO BpaxXOBYyBaTHu
3HaKH a6CLII/ICI/I Ta OpAXMHATHU KOMIIJICKCHOI'O 4YMClIa.

Npuknag 3HalTH apryMEeHT KOMILIEKCHOTO yucia — 3 — 3i.
® 3a gpopmyioro (1) Mmaemo

-3 o o . v A

P =3 =1,a060 =45, =225 1T. 1H.

Ane xyr 45° He € apryMeHToM 4YHcla _-3(— ™ -
~3-3i | *

[IpaBuipHOMO € Taka BimmoBimb: 2257 — 1357 5857 i :M____}
T. 1. el pe3ynbrar micraemo, BpaxoBYHOYH, 110 adciuca
Ta OpJMHATa KOMIUIEKCHOT'O YHClIa € BiJl’€MHHUMH, TOOTO
Ttouka M Hanexutsb uBepTi I11.

O3nauenns. 3HayeHHs  apryMEHTy,  fKE€  HaJeXWUTb  IMPOMDKKY
(= 7t; 7T), HA3UBAETHCS TOJIOBHUM.

st komIuiekCHMX uMmcen — 3 —3i; 2i; — 50 TOJOBHE 3HAYCHHS

Mpuknag

aprymenTy nopisaoe — 135% 90%; — 90°,

3ayearncennsa. ApryMeHT NiiCHOrO JOJATHOIO 4YMCIIA Mac rojoBHe 3HaueHHs 0°;
Big emHoro unciaa 180°. ['0n0BHI 3HAYEHHS apryMEHTY CHPSKEHMX KOMIUIEKCHUX YHCEN
MaloTh OJHY U Ty camy aOCONIOTHY BEIMYMHY, aje MPOTHIICKHI 3HakW. Hampukmarn,



rOJOBHI 3HAUEHHS apryMEHTY CIpPsDKEHHMX 4ncel — 3 + 3 ta — 3 — 3i popiBHiooTs 135° i
— 135",

Jlexkmis 2
Tema: ['eomeTpruuHa iHTEpIPETAIiST KOMIUIEKCHUX YUCEI

Merta: po3IIUPHUTH MTOHATTS PO KOMIUICKCHI YKCiIa, HABYMTH CTABUTH Y
BIJIMOBIAHICTh KOMIUICKCHOMY YHCJTy TOYKY Ha IUIONIMHI, BUKOHYBATH Oomepallli HaJl
KOMIUICKCHUMH YHCJIAMH B TECOMETPUIHOMY BHUTJISIII

MeToa: CIIOBECHUM , NPAKTUYHUI

ILnan
1 'eomeTpuyHa iHTEpHIpETaLl KOMIUIEKCHUX YUCEN
2 T'eomeTpruyHe 300pa’K€HHS CYMU 1 PI3HULIL JBOX KOMIUIEKCHUX YUCEN.
3 Moayib KOMILUIEKCHOTO YUCIia
4 ApryMeHT KOMILJIEKCHOTO YuCIIa

MarepiajibHO-TeXHi4YHe 3a0e3nedeHHs] Ta AuaaKkTu4Hi 3acoou, T3H:
00UYHCIIIOBaIbHA TEXHIKA

Jliteparypa
1 Banyne U.W., Junuryn I'.JI. Matematuka 11 texaukymoB.-M.:Hayxka, 1990.-C.
7-10.
2 Iy6osuk B.I1., FOpuk L.I. Buma maremaruka.-K.:ACK,2001.-C. 86-92.

Teoperuuni BitomocTi

1 I'eomeTpu4Ha iHTEepnpeTaliss KOMILIEKCHUX YHCeJl.

BuBuaroun  KOMIUIEKCHI  4uCla, MOXHA BUKOPUCTOBYBATH T'€OMETPUYHY
TEPMIHOJIOT1I0 1 TeOMETPUYHI MIPKYBaHHS, SISKIIO BCTAHOBUTH B3a€EMHO OJHO3HAUYHY
BIIMOBIAHICTh MK MHO)KWHOIO KOMIUIEKCHUX YHCENl 1 MHOKHHOIO TOYOK KOOPJIMHATHOI
wionuHu. [{fo BiAMOBIAHICTH MOKHA BCTAHOBUTU TaK. KOKHOMY KOMIUIEKCHOMY YHCTTY a
+ bl moctaBUMO y BIAMOBIAHICTH TOYKY M(a;b) KOOpAMHATHOI TUIONIUHU, TOOTO TOYKY,
abcrmca sIKo1 JOPIBHIOE IMCHIN YaCTHHI KOMIUIEKCHOTO YMCia, a OPAMHATA — KOS(IIIEHTY
ysiBHOW dactuHHM. KoxHiii Touri M(a;b) KOOpAWHATHOI TUIONIMHU TOCTAaBHUMO Y
BIIIIOBIIHICTH KOMIIIEKCHE YHUCIIO



OueBUAHO, IITO TaKa BIAMOBIIHICTE € B3a€MHO OJHO3HAYHOIO. BOoHA Hae MOXKIHUBICTD

[GIER]

IHTEPIPETyBaTH KOMILJIEKCHI YMCIa SIK TOYKH JESIKOT TUIOIIMHY, Ha SKii BIOpaHO CUCTEMY
koopauHat. KoopauHaTHY MIOIMKMHY Ha3UBAaIOTh MPU I[bOMY KOMIUIEKCHOIO, BICh a0CIIUC —
JHACHOIO BICCIO, 00 Ha HiMl pO3MIIIEHI TOYKH, IO BIMOBIIAI0Th KOMIUIEKCHUM YHCiaM a +
01, ToOTO BIAMOBIAAIOTH JIMCHUM YuciaM. Bick opiuHAT HA3UBaIOTh YSIBHOIO BiCCIO — HA
Hili JIe)KaTh TOYKH, SIK1 BIANOBIIAIOTh YSIBHUM KOMIUIEKCHUM yuciam 0+ bi.
3pyYHOIO € TAaKOX 1HTEpHpPHUTALlis KOMIUIEKCHOTO YKcia sik Bektopa OM

N
B

[TocTaBUMO y BIAMOBIIHICTh KOXHOMY KOMIUJIEKCHOMY YHCIIy BEKTOP 3 TTOYATKOM Y
touti O(0;0) 1 kiamem y Toumi M(a;b). Bu 3HaeTe, 110 Takuii BEKTOpP Ha3UBAIOTh PajilyC —
BEKTOPOM, a HOro MPOEKIIil Ha OCl € KoopAuHaTaMu BekTopa. OTke, MOXKHA CKa3aTH, L0
T€OMETPUYHN 300pPaKCHHSIM KOMIUIEKCHOTO 4YHclia z = a + bi € pamiyc — BekTop 3
KoopAuHaTaMu a 1 b. BiAnoBiIHICTh M1’)K MHOKUHOIO KOMILIEKCHUX YHUCEN, 3 OJJHOTO OOKY,
1 MHOXXMHOIO TOYOK a00 BEKTOPIB IUIOLIMHHU, 3 IHIIOTO, A€ 3MOTY KOMIUIEKCHI 4ucia
Ha3MBaTU BEKTOPAMHU abO TOYKAMHU 1 TOBOPUTH, HAMPUKIAA, PO BEKTOp a + bi abo mpo
TOUKY a + bi.

Bektopu OA, OB, OC, OD € BiANOBIJHUMU T€OMETPUUYHUMHU 300pAKEHHIMHU
KOMIUICKCHUX Yucell 1= 2+21; z ,= -3+4; z 5= -4-31; z .= 4-21.

[IpoTunexHUM KOMIUIEKCHUM YUCJIaM BIANOBIAAIOTh TPOTUIIEKH]I BEKTOPH.

x




Ha mamtonky 3 300paxkeHo ABl napu npotuiexHux BektopiB OA 1 OC, OB 1 OD,
110 BIJMOBIJIAIOThH apaM MPOTHIeKHUX uncen 3+41 ta —3-41; -2+3{ Ta 2-3i.
2 I'eomeTpuyHe 300pasKeHHs CYMH i Pi3HULI ABOX KOMILIEKCHHUX YHCeJl.

3 reoMeTpUYHO1 1HTEpIpeTallli KOMIUIEKCHUX YUCEN Y BUIJISIII BEKTOPIB
BUILJIMBAE MOXKJIUBICTh T€OMETPUYHOI0 300paKEHHSI I0aBaHHS KOMILIEKCHUX YHUCEIL.
BoHO 3HaxXoUThCS 10 3HAXO/HKEHHS CyM JIBOX BEKTOPIB 3a BIJOMHUM IIPaBUIOM
napajiesaorpama.

Hexait nano qBa KOMIIEKCHHUX YKCa Z; = a; + byl Ta z; = a; + byi, sKUM
BiAMoBiAa0Th pajiyc — BekTopu OA 1 OA (MamoHoK 4). [ToGyayemMo Ha IMX BEKTOpax
SIK Ha CTOPOHAX

napasiesorpam. Tojii 300paKeHHSIM CyMH KOMIIEKCHHX YHCEI Z1 1 Z; Oy/Ie BEKTOp
OB (miaronans mapasenorpama) cripaB/ii, Py J0JaBaHHI BEKTOPIB iX BIAMOBIIHI
KOOPJIMHATHU J0/1al0Th. Tomy, k1o BekTtop OA| Mae koopauHaTH (a;;b;), a Bektop OA,
(ag;by), TO ix cyma — BekTop OB — MmaTuke koopauHatu (a;+as;bi+b;). Bektop OB
BIJIMTOBIZIa€ KOMIUIEKCHOMY 4uCiy (a;+ay) + (by+by), sike € cymoro uucen z; 1 z;.

Hexaii, nmanpuxmnan, Tpeba 3HAWTH TeOMETpUYHE 300paKeHHS PI3HHIN Z| - Zp
KOMITIEKCHUX yucen z; = 2431 ta z, = -3+2i. bynyemo Bexktop OA, 10 € 300pakeHHsIM
qucia zi, 1 104a€M0 10 Horo BekTop OB, sxuii 300paxkye uucio z, = -3+21, NpoTuiIeKHe
BiI'eMHUKY (MamoHOK 5). Illykany pizauito 300paxytors BekTopom OC, 1m0 € cymMoro
BekTopiB OA 1 OB. ﬁOMy BIJIIIOB1/1a€ KOMIUIEKCHE YUCIIO S+H.

3 MoayJib KOMILIEKCHOTO YHCJIA.

3anuc yncia z y BUTIIAAL a + bl Ha3uBaeThes anreOpaiqHo0 (OPMOIO 3aIuCcy
KoMITIeKCHOTO yncia. Kpim anrebpaiuHoi ¢popMu BUKOPUCTOBYIOTH U 1HII (hOpMH
3aMmrcy KOMIIEKCHUX YHCENl — TPUTOHOMETPUYHA 1 MOKa3HUKOBA. Po3risHeMO
TPUTOHOMETPHUUHY (OPMY 3aIHCY, & IS I[HOTO BBEIEMO MOHSTTSI PO MOIYJb i
apryMEHT KOMIUIEKCHOTO YHCIIa.

[Tobynyemo paaiyc — Bektop OA, 110 € reOMETPUYHUM 00pa30M KOMILJIEKCHOTO

Y

[m} a =

qucia
z=a+bi.

MoyaeM KOMILUIEKCHOTO 4ucia z = a + bi HasuBaeTbCs 3HayeHHs Va® + b2, Yucyo r
=\ a2 + b? mepeTBOPIOCThCA HA HYJIb TUIEKHU 3a yMOB a =0, b =0.

Monayns KoMIIIEKCHOTO Yrciia a + bi mo3HauaeThcst cuMBosioM a + bi. OTxe, a + bi
=+ a2+ b

SKI110 KOMITJIEKCHI YKciia MaloTh OJUH 1 TOM caMui MOJyJb, TO KIHIII BEKTOPIB, SIKi
300pakyroTh 111 YUCIIa, JIeXKaTh Ha KOJi 3 IIEHTPOM Yy MOYATKy KOOPJMHAT 1 paalycoM, 10
JIOPIBHIOE TX MOJTYIIIO.

[Tpuknaau: 3HAHTH MO TaHUX KOMIUICKCHUX YHCE]I.



1) 5+7i=25+49 = J74;
2) —2-3t=4+9 = V13;
3) 8+0i=V64 = §;

4) 5i=S5.

4 AprymMeHT KOMIUIECHOI0 YHCJIA.

Hexait paniyc — Bektop OA 300paky€e KOMITIEKCHE YUCIIO Z = a + bi (TuBITHCS
MaItoHOK 6). [To3HauuMo o KyT, AKuil yTBOpro€ BekTop OA 3 T0OAATHUM HANPSIMOM OC1
X. UucnoBe 3HaYEHHs KyTa 0, BAMIPSHOTO B pajiiaHaX, HA3UBa€ThCS ApTYMEHTOM
KOMILJIEKCHOTO yHcia a + bi. Ko KOMIUJIEKCHE YUCIIO JTOPIBHIOE HYIIO, TO BeKTOp OA
NEPETBOPIOETHCS B TOUKY (HYJIb — BEKTOP), 1 TOBOPUTH MPO HOT0 HAMPSAM HEMAE CEHCY.
Tomy BBakaroTh, IO YKCIIO HYJIb HE Mae apryMeHTy. Ko)kHe BiIMiHHE BiJ] HYJISI
KOMILJIEKCHE YUCJIO MAa€ HECKIHUEHHY MHOKUHY 3HaY€Hb apTyYMEHTY, SIK1 BIJIPI3HSIOTHCSA
OJIVH B1J] OJTHOTO Ha I[iJI€ YKCJIO TIOBHUX 00EPTiB, TOOTO HA BEJIMUUHY 27Tn, JIe N —
JIOBUIBHE I11JIe YMCJIO. 3HAUYEHHS apryMEHTY, B3AT€ B MEKax MEPIIOro Koia, To0To Bij 0
70 27, HA3UBAETHCS TOJIOBHUM. ['0JI0BHE 3HaUEHHS apTyMEHTY KOMIUIEKCHOTO Yncia
MO>KHA BU3HAYUTH 3 PIBHOCTI tg o = b/a. CripaBi, 3a 3HaKaMu a 1 b MO)KHA BCTAaHOBUTH,
B SIK1f YETBEPTI MICTUTHCS KYT 0, 1 382 BEIMYMHOIO tg 0., BAKOPUCTOBYIOUYH TaOJIHII],
3HAWTH BEJIMYUHY KyTa (.

HpI/IKJ'IaI[I/IZ 3HAWUTHU T'OJIOBHE 3HAYCHHS APryMCHTY JaHUX KOMIIJICKCHUX YHUCCIIL.

1) z=1+;

Maemo: tg a = 1. Ockinpku a =1 Ta b = 1, paaiyc — BekTop, KMl BIANOBIAA€
JaHOMY KOMILJIEKCHOMY YHCITy, HaJeXHUTh | 4BepTiiTOMy o - rocTpuil KyT. OTxe, = 1/
4.

2)  z=-2+2V3;

Maemo: tg a = 2v3/(-2) = -3. Tyr a = -2, b = 2+/3, T06T0 paniyc — BEKTOp, AKHIi

BIJIIOBIJIA€ TAHOMY KOMIUIEKCHOMY 4nciy, HanexxuThb 11 uBepti. O1xe, o =1 2/3.
3) z=-1-

Maewmo: tg o = 1. Paniyc — BekTOp, 1110 BIAPOBIAAE JTAHOMY KOMIIJIEKCHOMY YHUCIY,

Hanexuts 11 uBepti. OTxe, o = 1 5/4.
4)  z=1-V3i;

Maemo: tg a = -V3. Tyt a =1, b = -V3. Paxiyc — BekTOp, 110 BiAMOBigae nanomy

KOMIUIEKCHOMY YHUCIy, HanexuTh [V uBepti. OTxe, = m 5/3.

Jlekuis 3
Tema: Tpuronomerpuuna opma KOMIUIEKCHOTO YHCIIa

Meta: po3MIMPUTH TIOHATTS PO KOMIUICKCHI YUCIIa, HABYUTHUCS 3aIMCyBaTH
KOMIIJIEKCHI YMCila B TPUTOHOMETPUYHIHM (opMi 1 BAKOHYBATH JIii HaJl HUMU

MeToa: CIIOBECHUM , NPAKTUYHUI



ILnan
1 TpuronomerpuuHa popmMa KOMIUIEKCHOTO YHCIia

2 MHOX€eHHS 1 AUICHHS] KOMIUIEKCHUX YMCEN, 3alIMCAHUX B TPUTOHOMETPUYHIN

bopmi
3 JloOyBaHHS KOpEHs 3 KOMILIEKCHOT'O YHCIIa

MarepiajibHO-TeXHi4YHe 3a0e3neYeHHs] Ta AuaaKkTu4Hi 3acoou, T3H:
00UYHCIIIOBaIbHA TEXHIKA

Jliteparypa
1 Banyne U.W., Junmuryn I'.JI. Matematuka 1is texaukymoB.-M.:Hayxka, 1990.-C.
11-13.
2 Iy6osuk B.I1., FOpuk L.I. Buma maremaruka.-K.:ACK,2001.-C. 94-98.

Teopernuni BizomocTi
1 TpuronomerpuyHa popmMa KOMILIEKCHOTO YHCJIA

Hexaii Bektop OA € TeOMETPpUIHIM 300payKEHHSIM KOMIUIEKCHOTO YHcia Z = a +
bl (IMBITHCS MATIOHOK 7), MOAYJIb SIKOTO JJOPIBHIOE T, @ apTYMEHT 0. Y MPSIMOKYTHOMY
TpukyTHUKY AOC a =1 cos o, d =r sin a. [lizcTaBngroun y 3anuc KOMIUIEKCHOTO YnCia
3aMicTh a Ta d IXHi 3HAYECHHSI, BAPAKEHI Yepe3 MOAYJIb 1 apTyMEHT, IICTAHEMO :

Z =1 cos o+ ir sin ai =r(cos a + isin a).

Bupas r(cos a + sin ai) Ha3UBAETHCS TPUTOHOMETPUIHOIO (HOPMOFO
KOMILUIEKCHOTO uncia. byp — sike uncio a + bi, gane B anredpaiuniii popmi, MOKHA
II0JaTH B TPUTOHOMETPHYHIH Gopmi. Momys 1 3Hax0auMo 3a popMyItoro r =v a2 + b a
KYT 0l BU3HAUa€MO 13 3aJIe’KHOCTI tg o =b\a, sika BUmuBae 3 popmyi cos o = alr, sin o =
b\r.

ITpuxnamgu:
a) z=-1-V3i;
Maemo: = V(-1)*+(- V3?=2; tga=+3; 0. =4n\3 + n, n € Z.

Yepes Te, 1110 paaiyc — BEKTOP, KU 300pakye 4ucio z = a + bi, po3milieHuit y
I11 uBepTi KOMILIEKCHOI ILTOIIMHM, TO 3a apTYMEHT 6epeMo o = 4m\3 + nn. Otxe, -1-v31
= 2(cos 4m\3 + 1 Sin 47\3).

0)z=1,

Tyra=0,b=1, omxke, r = 1. Bekrop, 1110 300paxkye 4ucCIIO i, yTBOPIOE 3 BICCIO
abcmmce Kyt m\2 (mosicHITh yomy). OTxe, i = cos m\2 + 1 sin w\2.

B) Z = 3.
Tyra=3,b=0, omxe, r=3. 3=3(cos 0+ 1isin0).

PosrnstHemo npukIitagy nepexoan BiJi TPUTOHOMETPUYHOT (DOPMHU KOMIUIEKCHOTO
quca 0 aareopaivHoi.



[Ipukmnann:
a) 2(cos m\3+ 1 sin m\3) = 2(1\2+V31\2) = 1 +V3i;
0) 4(cos 2m\3 + i sin 2m\3) = 4(-1\2-+V31\2) = -2 + 231,

2 MHOKeHH i JiJIeHHs] KOMILIEKCHUX YHceJl, 3alIUCAHUX B
TPUTOHOMeTPU4HIl Gopmi

Tpuronomerpudna ¢popma 3anucy KOMILTIEKCHUX YUCEI BUSIBIISETHCS TYyKE
3pYYHOIO ITiJT YaC MHOXEHHS 1 aiIeHHs uncen. Hexait Z=ri(cos a4 + 1 sin o), Z,=r,(cos
o, + 1sin o) — ABa YKcIIa, 110 3alKcaHl B TpuronoMeTpudHii gopmi. Tomi

71 Z5=1115( €OS 01 COS 0l - Sin oy sin dp + 1 sin a,;cos ay + 1 sin a, cos a;), a6o Z4
Zy=r1115( cos (a; + ap) + 1sin (0 + ap)). OTKe, cCpaBeUIMBUM € TBEPXKCHHS: TT1]T Yac
MHOKEHHSI KOMIUIEKCHUX YKCEN Y TPUTOHOMETPHUUHIN (popmi MOay Il iX
MEPEMHOXKYIOThCS, @ ApPTYMEHTH JI0Jat0ThCs. J1JIsl 3HaX0KEHHST YaCTKU MHOKHUMO
YUCEIbHUK 1 3HAMEHHUK Ha YHMCIIO, CIIPSHKEHE 10 3HAMEHHUKA!

Z,\Zy=ri(cos a; + 1sin a;)(cos o, - 1 sin ay)\ rp(cos a, + 1 sin a)(cos o, - 1 sin o) =
r1\rpx(cos (o - ap) + 1 sin (04 - ap))\( cos? ay + 1 sin 2ay)=11( cos (a; - ap) + 1 sin (o - o))\
1.

OTxe, M1 Yac AUIEHHS KOMIUIEKCHUX YMCEIT iX MO AUIATHCA, & apTyMEHTH
BITHIMAIOBLTCS.

[Tpuknaan. BukoHaTH MHOKEHHS 1 IIJIEHHS KOMILJIEKCHUX YHCEl, 3aIUCAHUX Y
TPUTOHOMETPUUHIN opmi.

a) Z1=3(cos 7° + i sin 7°); Z,=8(cos 15° + 1 sin 15°);

1) [Togaemo 0e3 noBeACHHS MpaBUIa MiAHECEHHS /10 CTEMEHS] KOMILJIEKCHOTO
YHClia, 3aMKCAHOT0 B TPUTOHOMETPUYHIN opMi.

[Tpu Oyap — sKOMY HaTypaabHOMY N
(cos a + i sin a)* = cos no + { sin na.
Lle TBepKeHHS Ha3uBaeThes hopmyroro Myaspa.
[Tpuknaau. Bukonatu aii miiHECEHHS 10 CTYMEHS 1aHOTO KOMILIEKCHOTO YHUCIIa.
Z=V3-{. OGuncnuru Z.

Moays gaHoro ymcia AopiBHioe V(vV3)*+1 = 2, apryMmeHr o, = -m\6, 0TKe MOAyJIb
yuciia Z A0piBHIOE 2, apryMeHT 9a = -9m\6 = -3m\2. Takum ynHOM,

(vV3-1) = 2 (cos (-3m\2)+ 1 sin(-371\2)) = 5121i.

3 JloOyBaHHSI KOPeHs 3 KOMIIJIEKCHOTO YHCJIa

Kopiub n — ro cTynens 3 yuciia Z=r(cos o, + 1 sin o) 00YHCIIOTH 3a (HOPMYJIO0
® = vr(cos ((a + 2 mk)\n) + 1 sin ((a + 2 7K)\n)),

Jie K — JIesiKe 11i1e 9ucio (k € 7).

[Tincrapnstoun 3amicTh K 3HaueHHs 0, 1, 2...n — 1, gicTaHeMo n pi3HUX 3HAYECHb
KopeHs. Tak, skio n = 2, Kk = 2 matuMmemo sin ((a + 4 ) = sin a\2 1 Tak gai.



[puknagu. 3HalTH Bei 3HaYeHHs V1
Ockinbku 1 = 1(cos 0 + i sin 0), TO

VI(cos 0 + isin 0) = 1(cos ((0 + 2 wx)\5) + i sin ((0 + 2 wx)\5), k=0, 1, 2, 3, 4.
Hanaroun k mocisioBHo 3HaueHs 0, 1, 2, 3, 4, BBIAIOBBIHO ALICTAHEMO:

7= 1, sxmo k = 0;

Z,=cos 2m\5 + 1 sin 2w\5, skmo kK = 1;

Z5= cos 4n\5 + 1 sin 47\5, K010 K = 2; 7/\

Z4= cos 6m\5 + 1 sin 6m\5, gkII0 K = 3; \X -
Zs= cos 8m\5 + 1 sin 87\5, gkmio k = 4. :

[ixaBuit Takmii paxt. Moy BCiX mux
3Ha4deHb V1 nopiBHIOIOTH 1. OTKE, TOUKH,, Zs JIeKaTh HA KOJI pajiyca 1 3 IEHTpoOM y
nmovaTtky koopauHat. [loOyxyBaBim apryMmeHT# 3HaueHb 2y, Z,, 73, Z4, Z5 , TOMITUMO,

10 TOYKH, sIK1 300paxytoTh unucna 2, Zy, 73, Z4, Z5, € BEpIUIMHAMYU TTPABUIILHOTO
I’ AITUKyTHUKA (MJFOHOK 7).

B3aramii Touku, sSiKi BIJIITOB1IAIOTh 3HAYEHHSM KOPEHS N — I'0 CTYIICHS 3
KOMILJIEKCHOTO yucia Z=r(cos o + { sin ), pO3MINIYIOTHCS y BEPIIMHAX MPABHIHHOTO N
— KyTHHUKA 3 TIeHTpoM y Touii O.

Jlexuis 4

Tema: Busnaunuku 2 ta 3 MOPSAAKIB Ta X BJIACTHBOCTI.

Meta: BuBueHHS MOHATTS BU3HAYHHUKIB, X BJIACTUBOCTEH Ta
MeToaMu 00uHCcIeHHs. PO3BUTOK JOTIYHOTO MUCIICHHS, yBaru, mam'sri.
BuxoBaHHs cTapaHHOCTI, BIANOBIIAILHOCTI.

Metoau: CnoBecHU, MPAKTUIHUI

IInan:
1 Buznaunuku 2 1 3 IOpSAKIB Ta X BIACTUBOCTI.
200uncneHHs BU3HAYHHKIB 32 TIPABUIIOM TPUKYTHHUKA.

3Po3ki1a1 BU3HAUYHHKA 32 €JIEMEHTAaMH Psijika a00 CTOBITIIS

MarepianbHo-TexHiuHe 3a0e3Me4eHHs Ta IMIAKTHYHI 3aco0u, T3H:



KAJIBKYJISITOPU

Jliteparypa:
Hy6osuk B.I1., FOpuxk I.I. Buma matemaruka.-K.:ACK, 2001, ¢ 3-10.

TeopeTnuni BitomocTi:
Tema: Buznaunuku 2 Ta 3 mOpsAAKiB Ta X BIACTHUBOCTI.
1. Buznaynuku 2 i 3 nmopsaKiB Ta iX BJACTHBOCTI.

Teoperuuni BizomocTi
Bupa3s

=a dy T a;pas (1)

a; A4y
HA3UBAETHCS BUSHAYHUKOM (0emepMIHAHmMoM) 0py2020 NOPsOK).
Bupas
all a12 al3

A =lay  ay Gy =005 F Ay A350,5 F 450305 - Q305,05 7 0,05 7 Ayds,d), (2)

HA3UBAETHCS BUSHAUHUKOM MPEMb0O20 NOPAOK).

CuMBONIM 4, HA3UBAIOTBCS eleMEeHMAaMUu BU3HAYHUKA, TPUYOMY MEpIIN
1HICKC Z TOKa3ye HOMEp psjKa, a IPYrui 1HIEeKC J — HOMEp CTOBIIIIS, HA MEPETUHI SIKUX
CTOITh TAHUU EJIEMEHT.

Enementn a,,, a,, y BusHaunuky (1) 1 a,,, a,, @s;; y BU3HAYHHUKY (2)
CKJIQJIAl0Th 20/106H) O0IA20HANbL BU3HAYHUKA, A €JIEMEHTU di>, 4y 1 @13, Ay, 93 B THX
CaMUX BU3HAYHUKAX — NOOIYH) 0IA2OHANb.

Ocnoéni 6nracmugocmi USHAYHUKIG!

1. 3HavyeHHs BUBHAYHUKA HE 3MIHIOETHCS, SIKIIO BCl MOTO PSAIKU 3aMIHUTH
BIIMOBIJHUMU CTOBIISIMHA (CTOBMIIl TMPH 1bOMY 3aMIHIOIOTHCS BIATOBITHUMHU
pAIKaMH).

Ay Q| |9y Ay

ay dy| |4 Aap

2. BusnauHuK, 1110 Ma€ HYJIbOBHM PSJIOK (CTOBIEIb) JOPIBHIOE HYJIIO.

3. SKIo BU3HAYHMK Ma€ JBa OJHAKOBUX PSAAKH (CTOBIII), TO BiH
JIOPIBHIOE HYJIIO.

4. [Ipu nepecTanoBIIl TBOX PAIKIB (CTOBMIIIB) BUBHAYHUK 3MIHIOE 3HAK.

2 15 5 1 2
3 6 0=10 6 3|
-4 2 1 1 2 -4

5. CrninpbHUN MHOXXHHUK €JIEMEHTIB JCSKOro psiika (CTOBIIISI) MOKHA
BHHECTH MHOKHHUKOM 32 3HaK BU3HAYHHUKA.



ka, ka, ka, a, a, a,
b, b, b,|=k{b b, b,
¢ G G € G G

6. BusHayHUK HE 3MIHIOETHCS, SKIIO IO €JIEMEHTIB OJHOr0 psaKa
(CTOBMIIA) JOJAATH BIJAIMOBIIHI €JIEMEHTH IHIIOIO pPsAKa (CTOBMII), MOMHOXKEHI Ha
OJIHE ¥ Te caMe YHCIIO.

a, +ka, a, a,| |a, a, a,
b +kb, b, b,|=b b, b,
c,tke, ¢, ¢ |, ¢, ¢

7. Busnaunuk, mo mae JBa MPOMOPIINHI PSAKKA (CTOBMIN), TOPIBHIOE
HYJIIO.

8. K10 y BU3HAUHUKY ACSKUN (HAPUKIAM, i-i) pSIOK € CYMOIO JBOX
JIOJTAaHKIB, TO TIel BU3HAYHUK MOXXHA MOJATH Y BUTJISAAI CYMHU NIBOX BU3HAYHHKIB, Y
AKUX YCl PSJIKM, KpIM i-ro, OyayTh Takl, SIK y JAHOMY BHU3HAYHUKY; i-U PSAOK
MEepPIIOr0 BU3HAYHMKA CKJIAAAaTUMEThCS 3 MEPIIMX JO0JAHKIB, @ i-U PAIOK APYroro
BU3HAYHUKA CKJIAJIA€ThCS 3 IPYTUX JOJIaHKIB.

2. O0uync/IeHHS BU3BHAYHUKIB 32 IPAaBUJIOM TPUKYTHHKA.

Jlnst oO6urcnieHHs] BU3HAYHUKA JIPYTOr0 MOPSIKY MOTPIOHO BiJl JOOYTKY €JIeMEHTIB,
10 CTOSATH Ha TOJIOBHIN JlIaroHaji, BIIHITH JO0yTOK €JI€MEHTIB, PO3MIIIEHUX Ha MOOIYHIN
mlaroHan.

BusHayHUK TPETHOTO TOPSJKY OOYMCIIOETHCS 3a MPAGUIOM MPUKYMHUKIG

(puc. 1): mepiii Tpy TOAaHKHU B TpaBiit yacTuHi Gopmyiu (2) € 1oOyTKamMu eJIEeMEHTIB, 110
CTOSITh Ha TOJIOBHIN JiaroHaii ¥ y BepUIMHAX JABOX TPUKYTHHUKIB, Y SKUX OJIHA CTOPOHA
napa’sesbHa TOJIOBHIN JiaroHami. AHAJIOTIYHO YTBOPIOIOTHCS AOJAHKH 31 3HAKOM MIHYC, J1€
32 OCHOBY OepeThcs Mo0iuHa J[1aroHalb.

A L ] L] L L L) + L ] - .v L J - L] L] -
Puc. 1
BusHauHukoM KBagpaTHOI MaTpulll A po3mipy #nYn HaA3UBAETHCS YUCIIO
a, e Ay, i)
D(A) =A(A) =] ... | =X DO g a, (3)
a a

nl nn

CyMa 004MCITIOETHCS 3a BCiMa MepecTaHOBKaMH (i1,...,In). Beauuuna inv(iy,...,i) 1€
KUIBKICTh 1HBEPCIH MEPECTaHOBKH (i1,...,In), TOOTO KUIbKICTh TP (ix,im) TAKUX, IO [k >im ,
MIPOTE ix PO3TAIIOBAHE JIBIIIE BT im .

3. Po3kiag BU3HAYHHKA 32 eJIeMEeHTaAMHU PSiAKAa a00 CTOBIIA
Icaye mpoctuii croci® pO3KPUTTS BHU3HAYHUKA TPETHOTO IOPSIKY — TaK 3BaHE
npaBuwiao Capproca. JlonumeMo 10 BU3HAYHMKA IEPIIANA 1 APYTdid CTOBIII, a Jaii
MIEPEMHOKHIMO SJIEMEHTH, 110 PO3MIIICHI Ha OJTHIM JIiHi1, SIK [TOKa3aHO



¥ 1 —> ¥ 1 = < 1 1 ¥ 1 —>

<z > > < > =3 < > 1 <>
1 ¥ 3 > ¥ 3 3 ¥ = 1 ¥ =5 —>
—— —— ——

JIoOYTOK eleMEeHTIB, SIKi PO3MIIIEHI Ha JHIAX, [0 WAYTh 3TOPHU JIIBOPYY YHU3
npaBopy4, OepeTbes 31 3HaKOM «+». JIoOyTOK €JIeMEHTIB, PO3MILIEHUX Ha JIHIAX, 10
HIyTh 3rOpH MPaBOPYyY YHU3 JTIBOPYY, OEPETHCS 31 3HAKOM «—».

Minopom M, enemeHTa ¢; BHU3HAUYHUKA TPETHOTO MOPSAIKY A HA3MBAETHCA
BU3HAYHUK JAPYTOTO MOPSAKY, IKH YTBOPIOETHCSA 3 A B pe3yibTaTi BUKPECIIOBAHHS
psAKa i CTOBII, IO MICTATh <5 .

Po3rnsiHeMo BU3HAYHHUK TPETHOTO MOPSIKY A , 3amaHuii hopmyioro (2). s
KOYKHOTO 3 JICB’SITU €JIEMEHTIB 1IbOI0 BU3HAYHHUKA 1CHY€E CBili MiHOp. Hanpukiaa, MiHOpoM

ay dx

eJIeMEeHTa @, € BU3HAUHUK M, = 4 . Moro Mo>Ha aicTaTH 3 €JIEMEHTIB

31 33
BU3HAYHMKA (2), BUKPECIUBIIN Y HbOMY MEPIITUH PSIIOK 1 IPYTUH CTOBITYHK.

Aneebpaiunum oonosnennam 1, eneMeHTa 4, BU3HAYHHKA TPETHOTO
TOPSIKY Ha3MBAIOTH HOro MiHop M, , B3aTuii 31 3HakoM (- 1) 106TO

4, =C-D"M,

Teopema. Kooicnuti 6UBHAUHUK MOJNCHA NOOAMU SIK CYMY O0OVMKIG eleMeHmie
00H020 5K020-HeOY0b psdKa (abo cmosnys) Ha ixHi aneedpaiyHi OONOBHEHHS.

Hanpuknan, po3kiagaHHs BU3HaYHUKA (2) 32 €JIeMEHTaMHU JIPyTroro CTOBMIS

3IIMCHIOIOTH 32 (POPMYJIIOIO
A=a,A4, +a,Ad,, +a,A;,,

ne
a a a a a a
A12 — 21 23 : A22 — 11 13 : A32 — 11 13
Az As; 31 433 Ay Ay
2 3 4
Ilpuxnao 1. OGuuciuTy BU3HAYHUK A =|5 - 2 1| 32 MpaBWJIOM TPUKYTHHKA.
1 2 3
Po3zé’a3ysanns.
2 3 4
5 -2 1]=2-:(-2)3+5-2-4+43-11-1-(-2)-4-1-2-2-3-5-3=-10,
1 2 3
1 2 3
Ilpuxnao 2. OGuucnutu BU3HAYHUK A = |2 2 1| 3a npasmioM Capproca.
3 1 2

Po3ss’azysanns.
3a npaBusiom Capproca CKIaeMo TaOJIHII0

1 - 1 2
1 2 2
2 3 1

1 3HAWIEMO 3HAYCHHS BM3HAYHUKA:
Ds=1-2-2+2-1-3+3-2-1-3-2-3-1-1-1-2-2-2=-11.

1 2 3
Ilpuxknao 3. OOuyuCAIUTH BU3HAYHUK A =0 1 2| po3kiIafaloyd HOro 3a
3 -1 4

€JIEMEHTAaMH TPETHOTO PAJIKA.



Po3sé’azysanns.
1 2 3

2
0 1 2[=3--1D".

3 3 aes |12
+4 -(-D°" -
1 2 2
3 -1 4

1
+ED D o 1

(0)

‘:9-

Jlekis 5

Tema: Matpurii. Jlii Hax MaTpUIIMU Ta X BIACTUBOCTI.

Meta: BuBueHHSI OCHOBHUX MOHSTH T€OPii MaTPHIlb Ta MATPUIHOTO
METOJTy PO3B'SI3yBaHHS CUCTEMH JIIHIHHUX PIBHSAHB. PO3BUTOK JIOT1YHOTO
MUCJIEHHS, YBary, nam'ati. BUXoBaHHs cTapaHHOCTI, BIANOBIAAILHOCTI.

Metoau: CnoBecHU, MPAKTUIHUI
[Tnan:

1OcHOBHI O3HAUEHHS.
2J1i1 HaJ MaTPUIIIMH Ta 1X BIACTUBOCTI.

MarepiabHO-TeXHIYHE 3a0e3MeYeHHs Ta TUuIaKkTH4HI 3aco0u, T3H:

KaJIbKYJISITOpU
Jliteparypa:
Hy6osuk B.I1., FOpuxk L.I. Buma matemaruka.-K.:ACK, 2001.- ¢ 13-18, 24-
25.
TeopernuHi BiioMocCTi:
Tema: Matpui. Jlii Hag MaTpuisiMu Ta iX BiaactuBocTi. O6epHeHa
MaTpHIIS.

Mampuui. OcnogHi 0ii Hao mampuyamu.
Mampuyero Ha3UBAETHCS MPSAMOKYTHA TaOIUI 3 yncen (€IeMEHTIB MaTpuili), 110
MICTUTh JCSKY KITBKICTh PSAJKIB Ta CTOBMIIB. MaTpuis A 3 eIeMeHTaMu <; PO3MIpy
m Xn mae M psAAKiB Ta 7 CTOBIIIIB 1 O3HAYAETHCS TAK:

a

m2 b mn

Skio MaTpuis MICTUTh OJJHAKOBY KUIBKICTh PSJIKIB 1 CTOBMIIIB BOHA HAa3WBA€ETHCS

K8AOPAMHOI0.
KinbKicTh psiikiB (CTOBMIIIB) KBaAPATHOT MAaTPHUIIl HA3UBAETHCSA 11 nOPAOKOM.
Martpuris, y sSIK0i BChbOTO OJMH PSIJIOK, HA3UBAETHCI MAMpUuyero-psoKkom, a MaTPHIIH,
y SIKO1 BCHOT'O OJIUH CTOBIICLIb, — MAMPUYEIO-CIOBNYEM.



Enementn @,,.4,...,a,, KBagpaTHOI MAaTPHUIll YTBOPIOIOThH 2006HY O0id20HAb, A
CIEMEHTH “1n>%2.n-1>--->%m1 — NOOIYHY OIA2OHAD.

ko B MaTpulll A TOMIHSTH MICISIMU PAJIKH 1 CTOBITYMKH, OJEPKUMO MATPHUIIIO,
sIKa HA3UBAETbCSI MPAHCNOHOBAHOIO 00 Mampuyi A 1TM03Ha4YaeThcsa A’ .

KBagpatHa Marpuilsd, B SKOI BCi €JIEMEHTH, IO 3HAXOIATHCSA 11032 TOJIOBHOIO
JIlaroHaJIIo, TOPIBHIOIOTH HYJIIO, HA3UBAETHCS 0id20HANbHOK MATPHUIICIO.

JliaroHanpHa MaTpHIl, BCl €JIEMEHTH SKOI, IO MICTATHCS Ha TOJIOBHIM JllaroHai,
JIOPIBHIOIOTH OJIMHMUII, HA3UBAETHCA 0OUHUYHOIO MATPHUIICIO:

1 0 0 .. O

0O 1 0 .. O

E=/0 0 1 .. O

0O 0 0 .. 1

Matpuist O Ha3UBa€eTHCA HYJIBOBOIO, AKIIO BCI 1 €IEMEHTHU € HYJISIMHU:

0 .. 0
O=|.. ... ..
0 .. 0

Axmo A 1 B — MaTpuIli OJHOTO PO3Mipy, TO BOHU BBAXKAIOTHCS PIiGHUMU, SKIIO
piBHi iX BignosigHi enementu %; =b; .

Cymoro mampuys A 1 B € marpunsg C 3 enemeHtamu S =4, *b, Onepanis
JI0JIaBaHHS MaTPUIlb MOYKJIMBA JIMILIE ISl MATPHUIb OJJHAKOBOTO PO3MIpY.

Jobymkom mampuyi A Ha uuciao k € matpuns B 3 enemeHTamu b; =ka;

Jlooymrxom mampuyi A po3Mmipy m Xn Ha MaTpuiro B po3mipy n Xk € mMaTpuls
C , po3MipoM m Xk , €IEMEHTH K01 0OUUCITIOIOTHCS 32 (POPMYIIOIO

¢, =a,b,;, +a,b, +...+a,b

ij in~nj

(ToO6TO enemMeHT €y, AKHM CTOiThb B i-My PSAKY Ta j-My cToBOIl Marpuii C,
JOPIBHIOE CyMi JOOYTKIB €IEMEHTIB Z -TO psJIKa MaTPHIl A Ha BiJMOBIIHI €IEMEHTH j-TO
cToBmI Matpuili B ). Omeparlis MHOKEHHSI JBOX MaTPUIb MOJKJIMBA JIUIIIE 32 YMOBH,
KOJIM KUIBKICTh CTOBIILIB MEPIIOT MATPUIl A JIOPIBHIOE KUIBKOCTI PSAKIB APYTOi MATPUIIL
B . Omneparliss MHOKECHHSI MaTpHUIlb HE KOMyTaTHBHA, TOOTO MPU MHOXKEHHI MaTPHIlh HE
MOYHA MIHSTH MICIISIMA MHOYKHUKHU:

AB #BA .
Cnin BimsHaunty, mo AE = EA = A.
byov-sxiti keadpamuiti mampuyi

MOHa TOCTABUTH Yy BIJAMOBIIHICTh MEBHE YUCIIO, SIKE HA3UBAETHCS BUZHAUHUKOM
yiei mampuyi 1 MO3HAYAETHCA CUMBOJIOM det A:

a;  ap ot 4y,
det A = a, dy a,,
anl an2 Tt ann

HpHMOKYTHa MaTpUuLA BU3HAYHHUKA HC MaAc€.
BI/IKOHYI'OTBCH TaKl BJJACTUBOCTI A0JaBaHHA Ta MHOKCHHA MAaTpUILlb:



E=A (BnacTuBICTb MHOKEHHS HA OJUHUYHY MATPHUIIIO);

O =0 (BIacCTUBICTh MHOXXEHHS Ha HYJbOBY MaTPHIIIO);
0=0-k=0A4+0 = 0+4 =4,

a(fd) = (ap)4;  (Aa)p = A(ap);

A+B = B+A4 (koMyTaTHMBHA BJIACTUBICTh J0/IaBaHHs);

A+(B+C)=(A+B)+C (acouiaTvBHA BIACTUBICTh A0JAaBAHHA);

(at+p)A = ad+pA;

a(AB) =(aA)B;

(A+B)C = AC+BC; C(A+B) = CA+CB.

Ilpuknao. 3uaiitu Mmatpuiro C =AB | gK1110

1 2 1 2 3
A = B =
0 -1)° -2 0 -1)°
Po3zé’a3ysanns.

KinbKicTh CTOBMIIB MATPUIll A, JOPIBHIOE KITLKOCTI PSAAKIB MaTpuilli B..s , ToMy
3a 03HAYECHHSAM Ma€EMO

11+2-(-2) 12+2-0 13+2:(-1 -3 2 1
Crpw =A0B, s = =

01+(-1)(-2) 0-2+(-1)-0 0-3+(-1)(-1) 2 0 1)

Jlekuis 6
Tema: O6epHena MTpulist. MaTpuuHUl METO PO3B'I3yBaHHS CUCTEM JITHIMHUX
PIBHSIHB

Meta: BuBueHHs MOHATTS 00€pHEHOT MaTPHUIIl 1 MATPUIHOTO CTIOCOO0Y
PO3B'SI3yBaHHS CUCTEM PIBHSHD

Metoa: cioBecHUN , TPAaKTUYHHAN

Ilnan

1 OO6epHeHa MaTpullst
2 MarpuyHuii METOT

MarepianbHoO-TexXHIYHe 320e3eYeHHs Ta AUAAKTHYHI 3aco0u, T3H:

00UYMCITIOBAJIbHA TEXHIKA

Jliteparypa
1 dy6osuk B.I1., FOpuk L.I. Buma maremaruka.-K.: ACK,2001.-C. 24-25.

Teopernuni BigoMocTi:
Oobepnena mampuuysn
Hexanni A — pesdxa kBaJapaTHa MaTpuLs 72 -r0 MOPSAKY.
Matpuiisi A" Ha3UBAETHCS 0OEepHeHOol0 10 MATPULl A , SIKIIO BUKOHYETHCS
yMOBa



AA"' =A'A =E,
ne E — oguHUYHA MAaTPUILLA.

KBagpatHa wmaTpuilsi A Ha3UBAETHCA 6UPOOJCEHOI0, Ko detd =0 g
HesUpood1ceHo0, AKIo det A4 #0 .

Teopema. /[nsa icuysanns obepuenoi mampuyi A~' HeoOXIOHO i 0ocmamHbo,
wob mampuyss A 0y1a HeBUPOOICEHOIO.

O6epHeHa MaTpUIls 3HAXOAUTHCS 32 (HOPMYJIIOI0

A, A4, ... A,
A-l — 1 AIZ A22 A An2 I[e A..
detd| ... ... .. .| 7

A, A, .. A

nn

— anreOpaiuHi IOMOBHEHHS €JIEMEHTIB ¢; BU3HAYHMKA MATPUIll A .
Ilpuxnao. 3uaiitu MaTpuiio A", o0epHEHy 10 MaTpHIIi

2 -3 1
A=1 5 -4
4 1 -3
Po3ze’sa3yeanns. O6UUCINMO BUBHAUHUK MATPUIl A :
2 -3 -1
detd =1 5 -4/ =-2
4 1 -3

Martpuiis A HEBHUPO)KEHA, TOMY OOEpHEHA MATPHUIIS 3HAXOAUTHCS 3a (HOPMYIIOH.
3HaxXoIUMO anreOpaidHi JOIMOBHEHHS BCiX €JIEMEHTIB JIaHOI MATPHIIi:

5 -4 1 -4 1 5
= PR TR T
A =-"3 ! ‘:—8 A :‘2 =10 A :-‘2 '3‘ =-14
2! 1 -3 ’ 2 a4 -3 ’ > 4 1 ’
A :" 301 ‘ =7, A :-‘2 ) A :‘2 ) 3‘ =13
31 5 _ 4 B 32 1 _ 4 ; 33 1 5

CkitaeMo o0epHEHY MaTpUIIO
-11 -8 7 11 8 -7
“13 -10 9|=1[13 10 -9
“19 -14 13) 2|19 14 -13

Al =L
2

Jlekuis 7

Tema: Buau piBHSHB IpsiMOi HA ITOMMHI. Buay piBHSIHB TUIOIHH

Merta: BuBueHHs piBHSIHb NPSAMOI Ha TUIOLIMHI, PIBHSHb IUIOUIMH, KYTiB
MIXK IPSIMUMHU, TUIOIIMHAMU. PO3BUTOK JIOTTYHOTO MUCJICHHS, YBaru, mam'sTi.
BuxoByBaTu CTapaHHICTh, BIANOBIAAIBHICTD.

Metoan: CinoBecHUH, TPaKTUYHUN

ILnan:
1 Buau piBHSIHB OpSMOi Ha TIJIOIIUHI.

2 Kyt Mix npssMAMH. Y MOBa NapaJieIbHOCTI Ta MEPIICHIUKYIISIPHOCTI MIPSMUX.
3 BixgcraHb BiJy TOUKH J0 MPSMOI.



4 Buu piBHSIHB IUIOIIHH.
5 Kyt MK mionpHamMu. YMOBA HapajiebHOCTI Ta MEPIEHIUKYIISIPHOCTI TUTOLIHH.
6 Biacrasb BiJi TOYKH JI0 TUTOLIUHU.

MarepiajibHO-TexHIYHe 3a0e3MeYeHHs Ta JUIAKTH4HI 3acoou, T3H:
KpeCIApChbKU IHCTPYMEHT
Jliteparypa:
Banyne U.HM., Jvwmuryn I'.J1. MaremaTtuka 11 TexHukyMoB. -M.: Hayka,
1990.-C.119-144.
Hy6osuk B.I1., IOpux I.I. Buma maremaruka.-K.:ACK,2001.- C. 76-88.

Teopernuni BizomMocTi:
TEMA: Buau piBHSIHB NpsIMOi Ha IJIOLIMHI. BUiy piBHAHb IUTOIIKMH

PIBHAHHS ITPSIMOI 3 KYTOBUM KOE®IIIEHTOM
Hexail Ha miomuHI 3a1aHO TIPSAMY Yy TPSIMOKYTHIM cucteMi koopAauHat X, y. KyT @
MDXK BicCto Ox 1 LI€10 TPSIMOIO HA3UBAETHCS KYTOM HAXHWJIY MPAMOI 70 oci. TaHreHc kyrta
Haxuiy % =tg® Ha3uBaeTbCs KYTOBHUM KOe(dillieHTOM pO3risilyBaHOi NpsAMOoi. Ko s
npsiMa nepetuHae Bicb Oy y touti B 3 koopaunaramu (0, b), To 4yucio b Ha3UBAETHCS

MOYaTKOBOIO OPAUHATOK. Bi3zbMeMo N0BUIBHY TOUKY M(x, y) Ha nipsimiit (puc. 1).

y
A

lM(x, »
_BOHLAY
l(x, b)
v | .

0
Puc. 1

3 NpSAMOKYTHOTO TPUKYTHUKA MAB 3HaX0AUMO PIBHAHHS NPAMOi
-b

y— :tgcp ,
SIKE MOYKHA TTOAATH Y BUTJISI I
v =kx+5b
— ’ (D
ne Kk =tgep.

Sxmo po3risayBaHa mpsima napanenbHa oci Oy, o ¢ = 0,57 1 tgep He icHye. [lpu
bOMY IpsIMa Ma€ PiBHSAHHA BUAY X = a (puc. 2).

Y
A




Koopnunatu x, y Oynb-akoi Touku M(x, y), 10 HAJNEKUTh NPAMii, 3a0BOJIBHAIOTh
piBHaHHA (1). ko npsma (1) npoxoauts yepe3 Touky M,i(xi, )1), TO CHPaBIKY€EThCA
PIBHICTb

y1=hkxi + b,
BianimMarouu no4seHHO 110 PiBHICTH BiJ piBHOCTI (1), icTaEMO piBHSHHS MPSMOT,
1110 IPOXOAUTH YEPE3 3a/1aHy TOUKY:

|y -y =k(x- x))] )

31 3MIHOKO KyTOBOI'O KOE(ILI€HTa k B PIBHSAHHI (2) yTBOPIOIOTHCS Pi3HI MpsMI, IO
npoxXoaaTh d4epe3 TOukKy M,i(xi, yi). PiBHAHHS (2) Ha3uBaeTbcs PIBHAHHAM IMy4Ka
(B’a3ku) npsimux (puc. 3).

\ M(xy, y1)

Y

0] X
Puc. 3
Hexaii nmano nBi pizHi Touku Mi(xi, 1), Ma (x2, ¥2), A€ X2 # xi. 3 piBHSIHHA (2)
BUIUIMBAE BUPA3 Ui KyTOBOTo KoeilieHTa npsmoi, 1o IpoxXoauTh Yepe3 Touku M, M:

Y2 - N
k=—===
xl - x2 (3)

[TincTaBnsitoun B (3) piBHSAHHA (2), 3HAXOAMMO PIBHSHHS MPSAMOi, IO TPOXOJIUTH
yepes 1Bl 3a7aH1 Touku Mi(x1, 1), M> (X2, 1»2):

Y- _ XX

X1~ Xy Xy~ Xy )

3HaiiieMo piBHSIHHS MPSAMOI, 1110 MPOXOAUTH Yepe3 1Bl Touku M;(4, 1),
Mpuknag Mz(z, 3)
* 3rigHo 3 (4) MaeMo:
ry-1  x-4
3-1 2-4°

s mpsima yTBOproe Kyt 135° 3 Biccro Ox. ®

SIKII0 3a7aHO BeKTOp S = /. m| | mapaienbHUi AedKiil npsmii, i Touxy Mo(xo, o) Ha
1M MPpsAMiHN, TO PIBHSHHS NPSIMOI MOYKHA 3alMCaTH y BUTIISII
X~ X _ Y~ Yo

/ m

BekTop S Ha3MBA€THCSA HAMPSIMHUM BEKTOPOM MPSIMOi.

[[{o6 mobymyBatu rpadik mpsMoi, JOCTAaTHLO 3HATH JIB1 1i PI3HI TOUKH 1 Yepe3 HUX
MIPOBECTHU MpsAMY. SIKIO MpsiMa IepeTuHae oci KoopauHat y Toukax M(a, 0), M»(0, b), a
# 0, b # 0, To il MOXXHA 3aMMCaTH PIBHSAHHIM
x_ Y
PR (5)

SIK€ HA3UBAETHCSI PIBHAHHAM NPSAMOI Y BiIpi3KaxX Ha 0CHX.

3anuieMo piBHSAHHSA MPSAMOT

y=x+5, tgp=1, ¢ =135".

Mpuknag 5
= —x+2
Y73

y Burisai (5).



* 3nauenHio y; = 0 Bianosigae x; = 3. IIpu x, = 0 3Hax0aUMO ), = 2. OTXKE, UIyKaHe
PIBHSAHHS NPAMOI MOAAETHCS Y BUIIISIAL
ER AR
3 2
[Ipsima mepeTuHae BICh X y TOYLI 3 KOOPAMHATOI X = 3, a BICh y — Yy TOYlI 3
KOOPAWHATOK y = 2. ®
KYT M)XK IPAMUMU

PosrnstHemo 1Bi mpsiMi, K1 3aJJaHO PIBHSHHSMUA
y=kx+b , y=k,x+b,, (1)

k1o npsAmMi napasnenibHi, TO BOHU MatOTh (
OJIHAKOBI KyTH Haxwiy: ki =k;. 2)

JIB1 mpsimMi 301rat0ThCs, SKIIO
kl = kz, b1 = bz.

. . T .
SK1o npsiMi B3aEMHO NMEPNIEHAUKYIISIPHI, TO ¥ =@, 1

k2 =tgp, :tg[ o +E] =- ctgyp, =- L —- L .
2 tgp, ky

PiBHiCTH
1

ko
: 3
€ YMOBOIO IICPIICHAUKYJIIPHOCTI IBOX )

npsimux Bugy (1).

ko mpsmMi He TapaliebHl, TO BOHU MEPETUHAIOTHCS B Toulll M(X, y), KOOpIMHATH
SKO1 € PO3B’SI3KOM CHCTEMH PiBHSIHB

o ==Kk, W >y
D A s v o L

Hexait 0 — kyT Mixk numu nipssMmumu (puc. 4).

y=hx+b,

Puc. 4
3rigHo 3 puc. 3.25 Maemo: @, = ¢; + 0 (30BHILIHIN KYT TPUKYTHUKA JOPIBHIOE CyMI
JIBOX BHYTPILIHIX KYTiB, HE CYMI)KHUX 3 HUM). OTXe,
tgp, - g, k, - K
1+tgp, tgp, 1+kk

tgh =tg(p, - @) =

_ kz B kl
CDOpMyJIy tgo ——1 ok 3aCTOCOBYIOTH JIJIs1 3HAXOKCHHA (
2R
) ) 4
KyTa MK IBOMA NPsIMUMH, 3aJaHUMHU PIBHSIHHAMU BUy (1). )

Mpuknap



VY tpukyTtHuky 3 BepmmHamu A(1, 1), B(5, 1), C(2, 4) 3HailTH KyT O pU BEPIIHUHI A,
a Takox piBHsiHHSA Bucotu CD 1 menianu BM (puc. 5).

A
16
15
14€C2,4)
+3.
42 B, 1)
11
A.(l’.”: s S
Ol 12 3 456 x
Puc. 5

CkopucraBiucs (3), 3HaiigeMo KyToBi koeditieHTn npsamMux AB, AC:

Joo =B~ Va4 _2-1_1 Jo, =XYC = Va _4-1 —3.
! XB—XA 5_1 4’ 2 .XC—XA 2_1 ’
1
tga = = =—, |o=arctg—.
4

[Ipsma CD nepnenpukyispHa g0 npamoi AB. Ii  kyrtoBumii koedimieHT

1
ks — — — — 1 : 1
3 k] 4 ° a4 B1AITOB1JIHEC plBHHHHH

y—4=—4(x-2).
Touka M nonainsie Biapizok AC nomnonam. OTxe,

v X, +xo _1+2_§ _yA+YC_1+4_§
M 2 22 M T 2 2
35 .. .
Yepes Touku B(5, 2), M > 5] MPOBOAMMO MMy M 1 3T1HO 3 (4) JicTaeMo:
)5}- - _)?C)_ 5’ a0o0 |y =- 1x+19 °
-2 =-5 7 7
5 5 7 7

3ATAJIBHE PIBHSAHHS IPSIMOI
Po3rasiHeMO Ha TUIOIIMHI TPSIMOKYTHY CHCTEMY KOOpOMHAT X, ) 1 3HalaeMo
PIBHSHHS IIPAMOT, KOJIM BiZOMMI BeKTOp il HopMami n = A, B| i 3amano Touky Mo(xo, o)
Ha i npsamii. Hexait M(x, y) — noBUIbHA TOYKA HIyKaHOI NpsAMOi (puc. 6).
y

n

M,
M
o x

Puc. 6
3a ymoBoro Bektop M M = x- Xy, Y- Vol NEPICHAUKYIAPHUNA 70 BEKTOpa
n = 4,8  ToMy iX cKalspHUii 100yTok N M M =0  3Bijcu MaeMO PiBHSHHS

A(x- x9)+B(y- ¥o) =0, | (1)
abo

Ax+ By +C =0,
C = Ax ,- By (2)
0 0"

Lle piBHAHHS HA3UBAETHCA 3araJIbHUM PIBHSAHHSAM NMPAMOJ.



Ha Bigminy Big piBHsSHHA Buay (1) 3MiHHI X, y BXOIATH A0 piBHSAHHA (2)
piBHOMpaBHO. PiBHsiHHSA (1) 3aBX1M MOXKHA 1TOAATH Y BUDIISIL (2).

PiBHsHHS npaMoi (2) MOXHA 3anucaTi y BUTISAAl (Y = kx + D) nuuie 3a yMoBU B #
0.

Koedimientn A4, B npu x, y y 3araibHOMy pIBHSHHI MNOpSIMOi € TMpo-
EKIIISIMA Ha KOOPJIMHATHI OC1 BEKTOpa il HopMaJli n.

CrpaBKyeTbcs TeOpema.

Teopema 1. Bynb-sika mpsiMa Ha IUIONIMHI MoO:Ke OyTH 3aJaHa JiHIHHUM
piBusinuam Buay (2). Koxkne ainiiine pisusinns suny (2), ne 4° + B* > 0, BusHavac
JesIKy NpsAMY.

Jlosedenns. [lepuie TBepKEHHS TeopeMu OyJI0 TOBEICHO paHilIe Py BUBEICHHI
piBusiHHA (1). [loBenemo npyre TBep/pkeHHA. BisbMeMo MOBUIbHE JTiHIMHE PIBHAHHS
Ax+ By +C =0, A> + B> >0.

OCKUIbKM KOE(ILIEHTU TPH X, ¥ HE MEPETBOPIOIOTHCSA OJHOYACHO HA HYJIb, 3aBXK/IU

3HAWTyThCS 3HAYEHHS X = Xo, V = Vo, IPU TKUX BUKOHYETHCS PIBHICTH
AX() +Byo+ C=0.

BigniMarouu 111 piBHSIHHS MOWICHHO, JICTAEMO PiBHICTh

Al —x0) + By —y0) = 0, (3)

3a 1I0ITOMOT'0F0 BEKTOPIB

n = A4,B| R MoM:|x' Xo» V™ J’o}

piBHICTH (3) MOXHA 3anucaty y Buriaar n My M =0

Ax 6auumo 3 puc. 3.27, Bekrop MM Tomi 1 TUIBKK TOAL OyJle epIEeHIUKYISIPHUM
710 HEHYJIbOBOI'0 BEeKTOpa N, KoJau Touka M(x, y) JeKUTh Ha NPSAMINA, 1[0 IPOXOAUTH Yepe3
TOUKY Mo(Xo, Vo) IEPIEHAUKYIISIPHO J0 LIbOIO BEKTOpa. 3BIJCU BUILIMBAE PiBHIHHSA (1), 1110
BU3HAYae JesKy npsmy. OTxe, TeOpeMy J0BEJICHO. ¢

Hexaii x, y — KoOpAMHATH AOBUIBHOI TOUKM Ha muiomuHi. [Ipsama (2) mozinse Bcio
IJIOIIMHY Ha JIB1 MIBIUIOIIMHU. B OJIHIM MIBIUIOLIMHI BUKOHYETHCS HEPIBHICTh AXx + By + C
> 0, a B THILIA — HEPIBHICTh
Ax + By + C < 0. Ha camiii npsamiit maemo: Ax + By + C =0.

Po3risitHemMo yacTHHHI BUTAAKK PIBHIHHSA (2):

ko A = 0, To mpsMa napaneibHa oci X;

akmio B = 0, To mpsima mapanenbHa ocl y;

ko C = 0, To opsiMa MPOXOIUTh YEPE3 MOYATOK KOOPJUHAT;

ako A =0, C = 0, To npsiMa 301raeThes 3 BICCIO X;

skmo B =0, C =0, To mpsiMa 306iraeThCcs 3 BICCIO .
Haraznaemo, 1110 npsMa IpOXOoAUTh TIEPIEeHIUKYIAPHO 10 BekTopa n = A, B

KAHOHIYHE PIBHSAHHS ITPSIMOI

Hexait nano Touxy Mo(xo, o, Zo) Ha TIpsIMiit i BeKTOp S =|/. m, 7 | mapajneqbHuil it
IpsIMIi. Cxkrnanemo PIBHSHHS MPSIMOI. Hexai
M(x, y, z) — noBuibHa To4Ka Ha mpsamiid. Bektop MM mnapasiensHuid BEKTOpYy S, AKUM
HA3MBAETHCS HANPAMHUM BEKTOPOM MPSIMOI.

3a YMOBOIO IapajIeIbHOCTI JICTAHEMO PIBHIHHS
X=Xy _ V=DV _27 2

I  m__ n [ (1)

K€ HA3UBAETHCSI KAHOHIYHUM PiBHAHHAM NPSAMOI.



[IpsiMy MOKHA BU3HAUUTH SIK PE3YJIbTAT MEPETUHY OYyAb-sIKUX JBOX IUIOIIUH 13
HaBEJICHUX J1aJll TPhOX:

Yo Xo Y Vo, VTV _ZTZ0, ZTZy X7 X

b 9

) m m n n [
OcTaHHI pIBHSHHS € PIBHSHHSAMH NPOeKUiil mMpsIMOi BiINOBIIHO HAa KOOPAMHATHI
TUTOIIMHA

Oxy, Oyz, Ozx.
Axmo nano aBi Touku Mi(xi, yi, z1), Ma(x2, ¥2, z2) Ha NpsAMINA, TO 3a HaAOPSIMHUN
_ ] .. .
BEKTOpP S MOYKHA B3SITH S =|X, - X, ¥, = ¥;» Z, = Z,|- Toil piBHSIHHS NpIMOi HaOepe BUTIISALY

X=X _V-h _2°%
T e o 2)
o= X N~ 2Tz
Npuknag CxitaieMo piBHSIHHS TPSIMOi, IO TPOXOauTh uepe3 Touku Mi(1, 2, 3) 1
M>3,5,7).

* 3 piBHSHHSA (2) MaEMO:
x-1_Y-2 _z-3
2 3 4
ko B1AOMI KaHOHIYHI PiBHSAHHA (1), TO 3 HUX MOKHA BHBECTH NMapaMeTpPU4Hi

piBHsiHHA npsimoi. Hexall + — xoediuieHT nponopuifHocTi BekTopiB MM i s, T0O6TO

MM =zs
3 piBHSHD
X" Xo V7o _Z7 %0
) m n
Ma€eMO pPiBHSIHHS
P gl B
SIK1 HA3UBAIOTHCS] MApaMeTPUYHUMH (
PIBHSIHHAMH NPSIMOI. 3)

Konu mapamerp ¢ 3MiHIOETBCS Bii — o Jg0 + oo, Touka M(x, y, z), e X, y, z
BU3HAYAIOTHCS PIBHAHHSM (3), Mpobirae BCIO MpsMy.
CkopHCTaBUIUCH MO3HAYEHHSIMHU
r =xi+yj+zk, r, =xji+yj+z K, s =li+mj+nk,

PIBHSIHHS MPSAMOi MOKHA 3aMUCATH Y 8eKMOPHIU (hopmi
|(r- r,)Xxs :O.|

B3AEMHE PO3TAILITYBAHHSA ABOX INPAMUX

JIB1 TipsiMi 3aJ1aHO 1X 3arajibHUMH PiBHSHHSIMMU:

Aix+B,y+C, =0,

A, x+ B,y +C, =0. (1)

Touky nepetuny M(x, y) UMX OPAMHUX 3HAXOJUMO, PO3B’SI3yI0UM CHUCTEMY PiBHSHB
(1), OCKUIbKM KOOPAMHATH X, Y TOUKU M 3a7J0OBOJILHSIIOTH OTHOYACHO OOM/IBA 111 PIBHSIHHS.

Kyr 0 MK JaHuMH 0OpsIMUMH  JOPIBHIOE KYTy MDK I1X HOpPMaJIAMH
n, :{ 4, Bl} > My :{ 4,, Bz} (7).




Puc. 7

OTXKe, MAEMO TaKi 3aJI€KHOCTI:

A _B
4, B, — yMOBa 2§
napajeabHOCTI MPSIMHUX.

Skio mpsiMi 301raroThCs, TO iX KOSPIIIEHTH MPOIOPITIHHI:

A _B G
A2 BZ C2 .
Ay A, + BB, =0 — ymoBa (
NEPHEHANKYJIIPHOCTI MPSIMHUX. 3)

CkopucTtaBmuch HOPMYJIOK CKAIIPHOTO JO0YTKY BEKTOPIB, 3HANHIEMO KYT O:
A, A, + BB,
\/AIZ+B‘12 \/14122+Bz2 ' (4)

Posrasinemo cnocid moOy0BU NpsSIMUX, IO MPOXOASTH YEPE3 TOUKY NMEPETUHY
JIBOX JAaHUX MPSIMHUX.

Teopema 2. Sixmo npsami (1) He mapaJieibHi, TO PiBHAHHSA
Ax+By +C + M A,x+B,y+C,) =0 (5)

BHU3HAYAE MYYOK NPSIMUX, SKi MPOXOJSITH Yepe3 TOUKY nepetuny npsamux (1).
Bu6opom A Mo:kHA aicTaTH OyIb-SIKY PSIMY, 1[0 POXOUTH Yepe3 TOUKY MepeTHHy
npsamux (1), kpim apyroi npsamoi.

Joseoenns. Ilpu KoXKHOMY 3HAauU€HHI A PIBHSHHS (5), 10 € JIHIWHUM, BH3HAYAE
nesiky npsamy. [Ipuryctumo, o KoediIieHTH Ipu X, y IEPETBOPIOIOTHCS HA HYJIb:

cosO =

A, +2A, =0;
B, +\B, =0.
ToJ1l BUKOHY€THCS PIBHICTD
A4, =0, abo A B
B, B, , 2 B ’

a 11e 03Hauae, o npsami (1) napajienbHi.

Hexait M(xo, y0) € Toukoro nepetuny npsmux (1):

Axg + By, +C, =0, Ayxy +B,yy, +C, =0.

3BIJICH BUIUIMBAE, 1110

Ayxo+B1yy+C +A(Ayxy + By, +C,) =0,

TOOTO MpsAmMa (5) mpoxoauTh yepe3 TOUKy Mo(xo, Vo).

Bizpmemo Tenep MoBUTbHY TOUKY TUIOMUHU M, (X1, y1) 1 BUOepeMo A Tak, mo0 mpsima
(5) mpoxoauna uepe3 Touky M. [ 1bOro Ma€ BUKOHYBATHUCS PIBHICTh

Ayxy + By +C +M(Ayx) + Byy, +C5) =0,

3 KO 3aBXKM MOKHA BU3HAYHUTH A 32 YMOBH

Ayxy +Byy, +C, #0,

[HmmMMu cnoBamu, Touka M, HE MOBMHHA JeXaTu Ha Jpyrid npsmii (1). Orxe, 1
crpaB/ii BUOOpOM mapameTpa A MOKHa JICTaTH OyIb-AKy MpsSMYy, IO MPOXOJUTh udepes
TOUKY nepeTuny npsamux (1), 3a BUHATKOM ApyToi mpsimoi (1).

Teopemy noseneHo. ¢

Npuknag MaeMo piBHSIHHS CTOPIH TPUKYTHHUKA:
x-2y+2=004B);



2x- y-1=0(4C);
x+y-5=0(BC).
3HailieMo piBHSAHHS MOro BUCOTH, TPOBEIEHOI 3 BepinHu C.
o CkJazieMo piBHSIHHS IMy4YKa IPOMEHIB, SIKI TPOXOJIATh yepe3 Bepiuny C:
2x- y-1+AN(x+y-5)=0.
Jamni 3a ymMoBO0O (3) nepneHIuKyJJIIpHOCTI NMPAMUX J10 AB MaeMo:
Q2+N) 1+ (- 1+1) (-2) =0.
3BIICH 3HAXOJIMMO 3HAYEHHS A = 4 1 piBHSHHA BUCOTU 2Xx + )y — 7 =0.®

BIZICTAHB BIJI TOUKH JIO IPSAMOI
JlaHo 3aranbHe PiBHSHHS MPSIMOi
Ax+By+C=0 (1)
1 Touky Mi(x1, y1). 3Haiigemo BiAcTaHb d Biag Touku M, no npsamoi (1). Bizememo
TOUKY Mo(Xo, Yo) Ha LM IPAMIMA.
Toni BiacTaHb Bifg TOUkU M, 0 mpsAMoi AOPIBHIOE Mpoekilii Bektopa MM, Ha
BEKTOp HopMani n = 4,8/ (puc. 8).

Puc. 8

3anucyeMo aHAITUYHHUM BUpa3 Ui UTYKaHOI BIJICTaHI:

:|n 'M0M1| :|A(x1 - xo)+ By, - J’o)|
n| V4% +B2 .

Ockubku — Axo — Byy = C, TO OCTaTOYHO MAEMO:

d =|npnM0M1|

p | Ax; + By, +C|
- Ve @)
Mpwknag OGuucnuTu BijicTanb d Bij Touku M,(5, 3) no npsimoi 3x + 4y +3 =0.

* 3a ¢opmyJioro (2) 3HaXOAUMO
|3-5+4 -3+3]
d=""n0"""1=6. o
/32 +42
Hexail Maemo 3araibHi piBHSHHS JBOX MPSIMUX, 1110 MIEPETUHAIOTHCS:
Ax+By+C, =0,
y _ 4
X+ B,y +C, =0.
SAxmo Touka M(x, y) NeXUTh Ha O1CEKTPUCI KYTiB, YTBOPEHUX MpsMumMu (4), To BOHA
OJTHAKOBO BiJJIaJI€Ha BiJl IIUX MPSIMUX, TOOTO BUKOHY€ETHCS PIBHICTH:
|A1x+Bly+C1|_|A2x+Bzy+C| 5
VA2 + B} JAa3+B %)

3Haiitu piBHSIHHS OicekTpucu AD TpukyTHuka 3 BepumHamu A(1, 1),
B(6, 3), C(2, 5) (puc. 9).

Mpuknag



A
cQ,s
. ey
N /
\ L
\\
N B(6, 3)
AN
¢
LD s
T N T >
AN '
Puc. 9

2x -5y +3 . 4x- y-3

V224 (=52 a2+

3BiJCH MAEMO:
2x-5y+3 4x-y-3 _

_O,
/29 17
abo
2x-5y+3 4x- y-3
+ =0.
N Ji7 (7)

i mpsimi Ha puc. 3.31 300pakeH0 MyHKTUPOM. BOHU B3aEMHO MepreHUKYISpHI.
1106 3HaiiTH OicekTpucy TpuKyTHUKAa ABC, MiIcTaBUMO KOOPAUHATU TOYOK B(6, 3),
C(2, 5) y piBasiaas (6) 1 (7). Ockinbku Touku B, C naexaTh 10 pi3HI OOKH BiJ] ITYKAHOT
OiCeKTpUCH, TO B pe3yJIbTaTl MiACTaBISHH KOOpAUHAT TOuok B(6, 3), C(2,5)y
3a3Ha4yeHl PIBHSAHHS JICTAHEMO YHCIIa PI3HUX 3HAKIB.

Crpasai, A piBHAHHS (6) MaeMO:

26-53+3 46-31-3 _22-55+3 4-2-51-3
V29 J17 T 29 J17

nutst piBHsHHSA (7):

2-6-5-3+3 4-6-3'1-3>0 2-2-5-5+3+4-2-5~1-3

N R

OTtxe, piBasHHS (7) BU3HA4YaA€ ITyKaHy OicekTpucy TpukyTtauka ABC. ®

<0 (yncna 0 HAKOBHX 3HAKIB);

<0 (4ncna pi3HUX 3HAKIB).

3ATAJIBHE PIBHAHHSI IIJIOHIUHU
BuBenemo piBHSHHS IJIOMIUHUA Y TPUBUMIPHOMY TIPOCTOPI, Y3SBIIN TOUKY Mo(Xo, Vo,
Zo) Ha il IWIomuHI 1 BekTop M =| 4, B,C| | nepneHAuKyIIpHUI 10 Hei (BEKTOp HOpMAJ).
Hexaii M(x, y, z) — noBiabHa TOYKa Ha IUTOMIMHI. g TOoYka HameXWUTh IUIOMIMHI TOMI 1
TITBKH TOA1, KoJi BekTop MM mepneHaukynspHuii 10 Bektopa 1 (puc. 10).

I

Puc. 10

VMOBa IepHEeHIUKYISPHOCTI BEKTOPA
MM :{x' Xos Y= Vo2 - Zo}

JI0 BEKTOopa N MOAA€ThCs y BUTIISAAL



[A(x - x0) + B(y - y4) +C(z - z) =0/ (1)

Hicmanu piBHSAHHS TUIOLIMHU, IO MPOXOIUTH 4epe3 3amany Touky Mo(xXo, Yo, Zo)
TepIEHANKYIISPHO JI0 33JaH0r0 BeKTopa n = 4,B,C|

SIK1110 MO3HAYMMO CTaly BEJIMUMHY

D =-Ax,- By,- Czq, (2)

To piBHsSHHSA (1) HAOepe BUTISAY
Ax + By + Cz + D =0. 3
He piBHfIHHﬂ HA3UBA€ETHCA 3araJbHHUM piBHﬂHHﬂM IIJIOIIIMHMU . ( )

PiBastHHS (3) € MIHIMHUM BIJTHOCHO KOOPJIMHAT X, ), Z.

JOCJIIIKEHHSA 3ATAJIBHOI'O PIBHSIHHS IIJIOIIIMHUA
Sx11o o/1Ha 3 KOOPJIMHAT X, ), Z HE BXOAUTH JI0 PIBHSAHHS MOBEepxHi ./ (x,y,2) =0 10
31 3MIHOIO III€i KOOpJIMHATH BHJI IOBEPXHI HE 3MIHIOE€TbCA. Taka MOBepxHs Oyne
IWJTHIPUYIHOIO 13 TBIPHOIO, IO MapaJiesibHa OCl, SKa BIAMOBIAAE 3a3HAYEH1 KOOPAUHATI.
JlaMo 1HTepIpeTallilo 3arajJbHOr0 PIBHSHHS TUIONTUHA
Ax +By +Cz +D =0

B pas3i, SIKIIO 0JUH a00 KUIbKa HOT0 KOS(IIIEHTIB MEPETBOPIOIOTHCS HA HYJIb.

1. 4 =0 — ruionuHa mapanenbHa OcCi X.

2. B =0 — nyonuHa napaieiabHa oci ).

3. C =0 — muomnuHa napajiejibHa oci z.

4. D =0 — momuHa NpoXoAuTh YEPE3 IMOYaTOK KOOPAUHAT.

5. A=0, B=0— mionuHa neprneHuKyJsipHa JIo oci z.

6. A=0, C=0— nomuHa neprneHIUKyJIsIpHa 0 OCi ).

7. B=0, C =0 — nyjomuHa neprneHauKyspHa 10 OCi X.

8. 4=0, D=0 — miomnuHa mpoxXoauTh Yepe3 BICh X.

9. B=0, D=0 — mionyHa npoxoJIuTh yepe3 BICh ).

10. C =0, D =0 — mioumHa npoxoJIuTh 4epe3 BICh Z.

11. A=0,B=0,D=0— mionmHa NpoxXouTh Yepe3 OcCl X, ).
12. A=0,C=0,D=0— momnuHa IpoXoIuTh Yepe3 OcCl X, Z.
13. B=0,C=0,D=0— niomuHa mpoXoJUTh Yepe3 Oci Y, z.

VY 3aranpHOMY BUIAJKY, KOJH KOJHUHN 13 KOe(DILI€HTIB PIBHIHHS HE
NIEPETBOPIOETHCS HAa HYJIb, PIBHSAHHSA IJIOUIMHU MOYKHA 3BECTH JI0 BUTJISITY

a b c

[1nomuHa, o0 BU3HAYa€eThCs piBHAHHAM (1), mepeTrHae 0cl KOOPAMHAT y TOUKAX
x=a,y=0b,z=c. Tomy piBHsHHS (1) Ha3UBa€THCS PIBHAHHAM IJIOIUMHHM Yy Bigpizkax
HA 0CSIX.

ITEERE 3BeZIeMO PIBHIHHS TUIOUUHU
2x +3y+z- 6 =0
no Bursiay (1). st mboro moaiauMo oOouaB1 HOTo YacTUHU Ha 6:
x + pd + z =1,
3.2 6
OTxe, TUIOIIMHA MEPETUHAE OC1 KOOPJIMHAT Y TOUKax x =3,y =2,z=6.®

PIBHAHHSA IIVIOIIIUHUA,
O NPOXOAUTDH YEPE3 TP TOUYKH



Hexaii gano tpu touxku M\(x1, 1, z1), Ma(x2, V2, 22), Ms(x3, V3, z3), K1 HE JIEKaTh HA
OJHIA TpsiMid. 3HAWAEMO PIBHSAHHSA IUIOLIMHU, SKa MPOXOAUTh Yepe3 LI TPU TOUKH.

3anucaBIv pPIBHSHHS
Ax+ By +Cz+ D =0;

Ax, +By, +Cz, +D =0 (k =1,2,3),
CKJIaJIEMO CUCTEMY:
A(x- x)+B(y- y)+C(z- z,) =0;
A(x, - x)+B(y,- »)+C(z, - z,) =0;
A(x, - x)+B(y,- y)+C(z, - z,) =0.
OCKUIBKH 1151 OJTHOPI/IHA CUCTEMa PIBHSIHL Ma€ HEHYJIHOBUM po3B’ 530K A4, B, C, 10 ii
BH3HAYHHUK JOPIBHIOE HYJIIO:
X=Xy Y-y Z-Z
Xy Xy Ya- ) Zp- 7| =0. (1)
X3 =Xy V3~ V1 Z3-Z
1. PiBasnns (1) € piBHAHHAM IUIOUIUHH, 110 POXOIUTH Yepe3 TPU TOUYKH.
¢ Copasnl, piBHaHHS (1) € JiHIAHUM 1, BIAMOBIAHO, BU3HAYa€ JEAKY IUIONIUHY.
Touku M (xp,yi.2z;) (K =1,2,3) pexaTh Ha I IUIOIIMHI, OCKUIBKUA MPU MiACTaBJISHHI
X =x,y=y,z=z, (kK =1,2,3) y puzHauHuk (1) JicTaHeMO BH3HAYHUK 3 HYJIHOBUM
psiaKoM abo JBOMA OJHAKOBUMU PSJIKAMU.
3anuiieMo piBHSHHS IUIONIMHU, KA MPOXOUTh Yepe3 Tpu Touku M,(1,
1, 1), M2, 3,4), M4, 3, 1).
*® PigusHH# (1) HaOupae BUTIISAY:
x-1 y-1 z-1
2-1 3-1 4-1=0
4-1 3-1 1-1

Mpuknag

Po3KkpHBIIM BU3HAYHUK, JICTAHEMO PIBHSIHHS
6x -9y +4z-1=0 e
BIACTAHB BIJI TOYKH J0O IIJIOIIHU
JlaHO ruromuHy
Ax +By +Cz + D =0

1 Touky M, (x1, y1, z1) mo3a Hero. 3HaWIEeMO BIJICTaHb BiJl TOYKH M) 70 TIJIOIIMHHU.
Hexaii touka M(xo, Vo, zo) NexuTh Ha TwiomwuHl. Tomi BiAcTaHb d Big Touku M, 10
TUIOLIMHU JIOPIBHIOE MOAYJIIO MpoeKilii Bekropa MM, | Ha HOpManb 10 TUIOHIMHU (pHUC.
11).

Puc. 11

Otxe,



:|n -MOM1| :|A(x] -x)+ By, - y,)+C(z - ZO)|

|n| VA2 + B> +C?
OCKIIBbKH
-Axy- Byy- Czy =D,
TO
|4x | + By, +Cz, + D|
d= .
VA2 +B2 +C? (1)

3naiiiemo Bifactanb d Big Touku M (1, 2, 3) 1m0 TUIONIMHU, 3aJIaHOI
PIBHSHHSM 2% -y +2z+3 =0,
* 3rigHo 3 (1) maemo:

Mpuknag

21-12+2-3+3 3
V22 + (- 12 +22

PiBHSHHS TUTOIIWHM, 3aIIMCAHE Y BUTJISII
Ax +By +Cz +D -0

4% + B2 +C2 o
JIe 3HAK Mepel paaukaioM NPOTUIICKHUM 3HaKy [), Ha3UBAETHCS HOPMAJbHUM
pPiBHSHHAM miomunu. ko D = 0, To BUOIp 3HaKa HEICTOTHU.
[[lo6 3HaiiTu BiacTaHb BiA TOYKH M(X1, i, z1) A0 IUIOIIMHHU, CIiA MiJACTAaBUTH
KOOPJAWHATH I1i€i TOYKKM B HOPMAJIbHE PIBHSHHS IUIOMIMHHU 1 3HAWTH MOIYJb 3100yTOi
BEJINYHHH.

Beanunna
_Ax +By +Cz +D
A2 +B2 +C?

Ha3UBAETHCS BIAXUJIEHHAM TOYKUA M(X, y, Z) BiJl IVIOIUHM.
Monayib BiIXWiIeHHsI A0pPiBHIOE BiacTaHi Big Touku M(x, y, 7) A0 NJIOIIMHH.
Axmo /<0, To Touka M(x, y, z) i MOYATOK KOOPAMHAT JIeXKATH MO OAMH OiK Bij
PO3IJISIIYBAHOI IJIOMIUHU; AKIIO />0, — mo pi3Hi 00ku; axmo / =9, To M JeKkuTh
Ha 1M NJIOIIHMHI.

Koamn maemo JB1 MJIOMIKHY, SIK1 HEPETUHAIOTHCS 1 MOJIa0THCS PIBHAHHSAMHU
Ax+By+Ciz+D, =0, 4,x +B,y+C,z+D, =0,
TO OICEKTpaJIbHI IJIOIWHYA BU3HAYAIOTHCS PIBHSIHHAM
Ax +By+Ciz+D :+A2x +B,y+C,z+D,
\/Al2 +Bl2 +C12 - \/Az2 +322 +C22 ' (2)

B3AEMHE POSMIIIEHHSA ABOX IIJIOLIIWH
Hexail nano ABi IUIOUIMHY, SIKI BU3HAYAIOTHCS 3arajJbHUMU PIBHIHHIMU
Ax +By+Cizz+D, =0, A,x +B,y +C,z+D, =0
PosrisiHemMo BeKTOpU HOpMAaJEn 10 KOKHOI 3 IUIOLIHH:
n, =| AI’BI’CI} » Iy =| Aszzacz} .
Kyt 0 misk niiommHaMu BU3HAYA€ThCsl KyToM O MK Bekropamu 1, im, . Otxe,
CIIPaB/KYETHCS PIBHICTD

4,4, + BB, +C,C,
\//112+Blz+C12\/A22+BZZ+C22 ’ (1)

cosf =

YMoBa nepneHAuKyISIPHOCTI IJIOIIUH TaKa:
AA, + BB, +C,C, =0, (2)




YMoBa napaJieJibHOCTI IJIOIIMH:
A B C
AZ BZ C2

JIB1 muonuHu 3061rafoThes, IKI0 BUKOHYETHCS PiBHICTH
Al — Bl — Cl — Dl

A2 BZ CZ D2 ) (4)

VY pasi BUKOHaHHS YMOBH (4) PIBHSHHS OJIHI€T TUTOIIIMHA MOKHA JICTATH 3 PIBHSIHHS
1HIIOT MJIOIMHA MHOKEHHSIM Ha CTaJIM MHOYKHUK.
Hexali 1ano Tpu iomuHu
Ax +By+Ciz+D, =0 (k =1,2,3). (5)
BoHu nepetuHaroThes B OJJHIN TOULl Y TOMY 1 TUIBKK TOMY pa3i, KOJIU BUSHAYHUK

Al Bl Cl
A=A, B, C,|#0.
A3 B3 C3

Sxmo A =0, TO MIOMMHU MOXKYTh MaTH CIUIbHY NPsAMY, KOJIM CUCTEMA
piBHSHB (5) Ma€ HECKIHYCHHY MHOKHUHY PO3B’s3KiB, 800 HE MaTH JKOJAHOT
CIIUJIbHOI TOYKH, KOJIU cucTeMa (5) He Ma€e po3B’SI3KIB.

BIICTAHD BIJI TOYKH 10 IMPSIMOI
1. Il1o6 3HaliTu BiacTaHb d Bi TOUKU Mo(Xo, Vo, Zo) 10 TIPAMOI
X-X _VY-n _z2-%
/ m n -’

gKa MPOXOJUTHh dYepe3 Touky Mi(xi, )i, z1), MOXKHA 4Yepe3 TOYKy M, IPOBECTH
IJIOIMHMHY, NEPICHANKYIISIPHY 0 TPSAMOI, 3HAUTH TOUKY M (X2, V2, Z2) IEPETUHY MPSMOT Ta
IJIOIIMHY 1 00YUCIIUTH BiACTaHb d MiX ToukaMu M, M, (puc. 12).
M,

d
—

M, I

M,

Puc. 12
3Haiinemo Bijictanb B Touku Mo(1, 2, — 1) 1o npsimoi
x-1_y+1_z-2
2 1 -1
¢ [IpoBeneMo yepe3 ToOUKy M, MIOUMHY, TEPIECHIUKYISAPHY A0 NPSIMOL
2(x-D+1-(y-2)+(-D(E+1 =0
CritaieMo napaMmeTpuyHe piBHSHHS MPSMOT
x=1+2t, y =-1+¢t,z=2-1¢
1 3HAMIEMO TOUYKY MIEPETUHY MPSMO1 Ta TUIOIIUHHU:
t =1,x, =3, y, =0,z, =I.
d =\3- 12 +(0-2)% +(1+1)> =23.
Mpwknag OGuucnumo BiacTtanb Big Touku My(l, 2, — 1) go mnpsamoi
x-1_y+1 _z-2
2 1 -1
* 3a ¢opmynoro (1) gictaemo:

Mpuknag

OTxe,




2 2

=+

2 o 3 -3 3
2 -1 1 -1
\/22+12+(_1)2

—2v3. °

\/‘0-3
S V2 1

Jlekuis 8

Tema: Kpusi apyroro nopsaky: KoJjio, eJirnc, rinepoosna, mapadosa

Merta: BuBueHHS OHATH PO KPHUBI IPYTrOTro MOPAJIKY, X rpadiki,
piBHsIHHS. PO3BUTOK JIOT1YHOTO MHCIICHHS, yBaru, mam'sti. BuxoByBatu

CTapaHHICTh, BIIOBIIAJIbHICTD.
Metoau: CrnoBecHU, NPAKTUYHUHN, HAOUHU I

ILhan:

1 [ToHATTA A1HIT APYrOro NOPSAKY.
2 Komno.

3 Emninc.

4 T'imepOona.

5 INapabomna.

MarepianbHo-TexHiuHe 3a0e3Me4eHHs Ta IMIAKTHYHI 3aco0ou, T3H:
KPECISAPCHKUN IHCTPYMEHT

Jlireparypa:
Banyue N.U., Junuryn I'.JI. MaremaTtuka aiia TexHuKyMoB. -M.: Hayka,

1990.-C.145-170.
Hy6osuxk B.I1., FOpuk I.I. Buma matemaruka.-K.:ACK,2001.- C. 97-114.



Teopernuni Bigomocri:
Tema: Kpusi apyroro nopsiiky

Posrnstnemo Tenep diHiT Ipyroro nopsiaky, Kl Ha TUIONIMHI B 3arajJbHOMY BUIAJKY
MOJKHA 3aITMCaTH TaK:

anx® + 2aixy + any® + 2aix + 2axny +an=0. (1)

PiBusuas (1) omucye BCi KpuBI JPYroro TMOPSJAKY B 3arajbHOMY BHUIIAJIKY.
CnuHUMOCH CIOYaTKy Ha MPOCTIIINX, TaK 3BAHMX KAaHOHIYHUX PIBHSHHAX JIHINA APYyroro
MOPSIIKY.

Eainc. O3nauenns. MHOXKIHA TOUOK TUTOIIMHM, JJIS1 IKUX CyMa BiJICTaHEH B1J ABOX
3aJlaHUX TOYOK, III0 HA3UBAIOTHCS (hOKycamu, € BEIMUMHA CTaja ¥ Taka, 1o JOPIBHIOE 24 1
OlsbIa, HIXK BIZICTaHB MK (POKyCamMu, HA3UBAETHCSA €1iNCOM.

' Ha  puc. 300paxkeHo  F| (—c, 0,
i) F> (¢, 0) — dokycu eminca, M (x, y) — TOYKa MHOXXHHH, SKa

3a7I0BOJIbHSE O3HAUEHHS, TOOTO |MF|+|MF,| =2a, nmpuaomy 2¢
' <<2a=a>c.

Sy =l @)

KaHOHIYHE PIBHAHHSA einca, ae b* = a’* — .

Po3zristHemo reoMeTpuYHMA 3MICT IMapaMeTpiB, IO BXOAAThH B pIBHAHHA (2). SAkmio x
=0, y = = b, To6T0 Touku (0, b) 1 (0, — b) € ToukamMu nepeTuHy emirnca 3 Biccro Oy.
Binpizok 3aBnoBxkku b HazuBaloTh Majior miBBiccio emimnca. [lpy y = 0, x = = a 1
BiIOBiIHO (a, 0);

(— a; 0) € Toukamu niepeTuHy eminca 3 Biccto Ox. Biapi3ok 3aBIOBKKH @ — BEJIMKA ITiBBICH
emrnca. 3 mapHocTi Bupaszy (2.20) 3a x 1 3a y BUINTUBAE CUMETPIs eJirca BiTHOCHO oceir Ox

1 Oy. Ha puc. 2.16 300paxeHo emiric.
. . & .
ExcueHTpHCHTeT ellilica — Le BIXHOILICHHS € =—; 3a O3HaYCHHAM ¢ < a i e€[0,

2 b

2 2 2
c a” -b . .
= . 10— =VI- ¢’ . 3 OCTaHHLOI PIBHOCTI BMILIMBAE

1). Ockinpku &° =— =——5—=I-
a a

T€OMETPUYHHUI 3MICT EKCIICHTPUCUTETY, SKUU TIOJATaE B TOMY, IO BIH XapaKTEepPU3YeE
cmyninb eumsenymocmi eninca. Tak, mpu &€ =0= a =b Ma€eMO KOJIO, SKIIO € HAOIMKAETHCS
IO OJWHHII, TO BIJHOIIEHHS [OBXKHHH IIIBOCEH e€JlIica CTa€ MaJluM, TOOTO eJIIc
BUTSTYETHCS B310BXK oci Ox.

linep6osa. O3nauenns. MHOXHHA TOYOK IUIOIIMHM, JUISI SIKAX MOJYJIb PI3HMII
BIJICTaHEH B1JI IBOX 3aJIaHUX TOYOK, IO HA3MBAIOThCSA (POKycaMu, € BEIIMYHNHOIO CTAJIO0,
sKa JTOPIBHIOE 2@ 1 MEHIIIA 3a BIACTaHb MK (JOKyCaMH, HA3UBAETHCS 2inep0o.iok.

CkopucraeMoch puc. 3 skoro 6aummo, 1mo Touku £ (— ¢, 0) 1 F> (¢, 0) — dokycnu

b

a

rinepbonan, Touka M (x, y) — TOYKa BHU3HAYeHOI MHOXUHHU. Tomi
|azr | - Az || =2a.a <
KaHoHIyHE piBHSAHHA rinepOoiIu Mae BUTIIS!
2 2
XY

=-=—=1, ne b*=c-d.
a” b



Hocmigumo 3100yTe piBHsAHHS. ['inepOoria He nepeTuHae
BiCb Oy. Ipn Y = 0;
x = = a 1 Touku (—a, 0); (a, 0) — TOU-
KM nepeTuny 3 Biccto Ox. Po3risiHeMo e piBHSHHS MPSIMHUX
—+b ., axi manmi nasmBaTmMeMo acumnmomamu 2inepbonu.
a

y

BpaxoByroun cumerpito BiAHOCHO oceir Ox 1 Oy, Oyayemo
rpadik rinepOonu, skuil 300paxxeHo Ha puc. 2.17.

Binpizku 3aBHOBXKKM b 1 @ Ha3MBAaIOTh BIATOBITHO VAGHOW0 1 OIlICHON OCAMU
einepoonu.

. & .
Excuenrtpucurer rimepbonn &=—, ane ¢ > a 1 ¢ >1. bepyun no ysaru, wmwo
2 2 2 2
. c a” +b
¢’ =a’+b’, nicraemo: ¢’ =— =——— =1+
a
3 ocTaHHBOI PIBHOCTI BUILIUBAE, IO JJIS TINEPOOIU €KCLEHTPUCUTET XapaKTepU3ye

CTYIIHb HaXWJIy BITOK rinep6oiu o oci Ox.

b
,a00 —=ve’ -1,
a

. . . a
I[Bl IpsAM1, pI1BHAHHA AKHUX X —= —> X =

€

a
— , Ha3WBAKOTBCA Oupexmpucamu
€

exinca i rimepbomu. Jinst enirca 0 <e <1 i BITHOWIGHHS _ > @, TUPCKTPHUCH elirca — Ie 1BI
npsiMi, IO PO3MIIIEHI CUMETPUYHO BIIHOCHO oci Oy 1 mpoxonaaTh 30BHI emirnca. J[ms

. . . a . . .
rinepbonu € > 1 1 BIJHONIICHHS L Tobto aupekTpucu TinepOOIM PO3MIIIEHI

CUMETPUYHO BITHOCHO oci Oy 1 iexaTh MIXK BITKaMU TiepOoIu.

Jliisa eninca 1 rinepOoiar MOXXHA C(POPMYIIOBAaTH BA)KIMBE TBEPHKEHHS: AKIIO ¢ —
BiICTAaHb BiJ JeAKOI TOYKM eJinca ado rimepdosau 10 Oyab-sikoro ¢okyca, a d —
BiICTAaHb BiI Wi€l caMOI TOYKM [0 JAMPEKTPUCH, KA BiANMoOBiIae ubomy (oKycy, TO

. r < . r
BIIHOIIICHHHA E CTajI€ H J0PIBHIOC CKCHCHTPUCHUTETY, TOOTO £ :E .

PosrnsiHyTe TBEpI>KEHHS MOKHA TTOKJIACTA B OCHOBY O3HAUYEHHS IIUX JIIHIH.

O3nauenns. MHOXHWHA TOYOK, JJIsI IKUX BIJHOIIEHHS BijcTaHel BiJ Qokyca 1 110
BIIMOBIJTHOT AUPEKTPUCU — BEJIMUMHA CTaJla, 1110 JOPIBHIOE EKCIEHTPUCUTETY €, € elinc,

AKULO € < 1, i einepbona,
aKkuo € > 1.
IMapabGona. Osnauenns. MHOXHMHA TOYOK IUIOLIMHH, IO MICTATBCA Ha OJHa-
KOBIH BiJICTaH1 BiJI JAHO1 TOYKH doxkyca
1 aHol PSIMOI, sIKa HE MPOXOJAUTH qe-

pe3 GOoKyC 1 HA3UBAETHCS OUPEKMPUCOI0, € Napaboaa.
3a o3HaUYEHHIM 7 = d, OTXKE :



D abo y* = 2px

|

|

|

|

I
_ 0] X
=) F(ﬁ,oj

2, 2

|

|

]

— KaHOHIYHE piBHSHHA mapabonu, koinu € = 1. [lapabona cumerpuuna oci Okx,
IPOXOJIUTh YEPE3 OYATOK cucTeMu KoopauHar. Ii rpadik nonano Ha puc. 2.18.

Kono. [lo xpuBuUX Apyroro MopsijKy HaJEKUTh 1 go0pe Bigoma JiHIS, sKa
HA3UBAETHCS KOJIOM .

Osnauenns. MHOXHMHA TOYOK, IO MICTIATBCI Ha OJHAKOBIM BIACTaHI Bif
331aHO0T TOYKM — IIEHTpa, HA3MBA€ThbCcsA Kkoom. 3a o3HaueHHIM OM =R abo
\/(x- a)2+(y- b)? =R,

[Tigaicm oOM/IB1 YaCTHMHU PIBHSIHHS 0 KBaJApaTa, JiCTAaHEMO:

(x—a)+(@y-by=R (2.21)

— KaHOHIYHE piBHSIHHSA Kojna. Tyt (a, b) — KoopauHATH LIEHTpa Koia, R — Horo
paaiyc. Po3kpuBmm Jyxku B JiBiM ywactuni (2.21), mictaHeMO, OYEBHUJIHO, PIBHSHHS
JIPYTOTo CTENEeHs, TOOTO KOJIO — TaKOX KpHUBa JPYroro MOPsAKY.

Jlekuis 9

Tema: Oynkuis. OCHOBHI efleMeHTapH1 QyHKIIIT

MeTta: 03HAHOMUTH CTYJEHTIB 13 TOHATTAM (yHKbIi. Po3rasHyTy Buau QyHKIIINH Ta
ix BiacTUBOCTI. PO3BUTOK JIOTIYHOTO MUCJEHHS, TaM’siTi, yBaru. BuxoByBatu
MparetoOHICTh, PUBUBATH Oa)KaHHS MaTH SIKICHI TJIMOOKI 3HAHHS, KYJIbTYpy MOBHOTO
CHIJIKYBaHHS B X041 Oecian

Metoau: c10BECHUI, HAOUHUM, TPAKTUYHUN
Ilnan:

1 [onuaTTs PyHKII.
2 BuactuBocti QyHKIII.



3 Buau QpyHkuii
4 I'panuns pyHKLIT

MarepiajibHO-TeXHiYHEe 3a0e3NeYeHHs Ta AMIAKTHYHI 3aco0u, T3H:
TabOnuist NoX1IHUX, OJIIBEIb

Jliteparypa:
Hy6osuk B.I1., FOpux I.I. Buma maremaruka.-K.:ACK, 2001.-C.191-209.
Banyne WU.M., Junuryn I'.JI. MaTtemaTtuka s TexHukymoB. -M.: Hayka, 1990.-C.
205-210.

Osnayenns. BiINOBIAHICTE, IPH AKIH KOKHOMY eneMeH?/ X MHOXHWHH X B1IOOBIAAE
€TMHUIN €JIEMEHT h% MHOXHUHHA , HA3MBAECTHCS

GyHKIIIETO.
Tosnauenns: |/ :x— ya6o y =f(x)),

MHoxuHa X Ha3uBa€TbCs 00JACTIO BU3HAYEHHS (YHKIII, MHOKMHA Y — 001acTio
3HayeHb (QyHKLIi. IHOAI 06sacTIO BU3HAYEHHs HA3MBAIOTh MHOXKHHY HPUPOJHOIO
icHyBaHHs (DYHKIIii, TOOTO MHOKMHY YHMCENl, IPH AKUX QyHKIIis Ma€ CEHC.

Orxe, NOHATTA (DYyHKLIT O3HAYYETHCS 3a JONOMOIOK TPbOX IOHSATH: «0O1ACHb
BUSHAYEHHS», «OOIACMb 3HAYEHbY 1 3aKOHOMIPHICMb, 3TITHO 3 SAKOK KOXKHOMY
€JIEMEHTY 3 MHOKHHU X BIINOBINA€ €1MHE 3HAYCHHS 3 MHOKUHHU V.

—| CITOCOBY 3AJAHHS ®YHKITIT I—
| AnanmiTuuHuR | TabmuuHuit I'paciunmii | CrnoBecHuit |
dopMmyIoro Tabnuuero I'padixom Omnucom
BIATOBITHOCTI
x (1|23 ]4]5]6 |7 ]8]9
v |14 ]9 |16]25(36]49 64|81 l
-3 . .
y=x t+tx-4 i / Ko>xHOMy npaliiBHUKOBI
Ta6mums TapaGona Bi/IOBI/1a€ OZIMH OKJIa] Ha

KBApATiB O7lHOMY pobodoMy Micmi

1.7.2. BIACTUBOCTI ®YHKIII

Osnayenns.

OyHgans y = f(x) MOHOTOHHO
H A€THCS 3pOCTar0uol0;
§ CTpOro MOHOTOHHO

3pOCTar0uoI0;
MOHOTOHHO
CIIaJIHOO;
CTPOr0  MOHOTOHHO
CIIaJIHOO;

SIKIIO JIJIs1 KOKHOI mapu X1,x%, € X (x; < x3)




BUKOHYETHCS < )
e 7)</ (3,):
? S(x) < f(x);
J(x) 2 f(x,);
S(x) > f(xp).
O3nauenns.
Oyukiga y = f(x) IIApHOIO;
HA3UBAETHCS 4 HEIapHOIO;
~~ 3araJibHOoro BUJy
(11 MapHa, Hi
HerapHa )
AKIIO I KOXKHOT —x) = f(x);
x13X j %—x} =—(x);
~_ HE BUKOHYETBCS
KOJIHA 3 TOIEPEIHIX
BJIACTUBOCTEIA.
Mpuknag
1. Ilapnicme  (puc. 2. Henapnicmo (puc.
1.28). 1.29).
OcwoBa cumeTpist Cumerpis BITHOCHO
TOYKHU
v (HampuKIaa, TOYKH
0)

C\ vA

Puc. 1.28 ,[\0\// 7

Puc. 1.29

=Y

3. @ynukyis 3aeanvHo2o 6udy: Hi napua, Hi HenapHa (puc. 1.30).

y

=Y

ol
Puc. 1.30

O3nauenns. OyHKUIA y = f(x) HA3UBAETHCS NMEPIOJUYHOIO, SKIIO ICHYE BIIMIHHE BIJ
HyJsl uncio 7, Take 110 JUIs BCiX 3Ha4eHb X 3 00JIacTi BU3HAYCHHS X BUKOHYETHCS
PIBHICTB:

S(x+T) =f(x).

Uucno T Ha3uBaeThCs NEPI0IOM PYHKIIII.

Npwenag LmrocTparist mepioguanocTi (puc. 1.31).

y

mmm a >

Puc. 1.31




1.7.3. ®YHKIIS, OBEPHEHA JIO JAHOT

Po3risiHeMo B3aeMHO o/1HO3HAauHY (yHKII0 ¥ = f(x). Lle 03Hauae, 110 KO:KHOMY V 13
MHOXHWHHU Y TakoX BIJIIOBIIA€ OJTHE 1 TUIbKU OJIHE 3Ha4eHHs X 13 X (puc. 1.32).

J
X Y
Puc. 1.32
O3nauennsn. @yHki€0, obepHeHow a0 ¢yHKUi y = filx) (x € X,

y € Y), Ha3uBa€ThCA BIANOBIIHICTS MK MHOXXHHAMHU Y Ta X, IpU K1 KOKHOMY
€JIEMEHTY 3 Y BIAMNOBIAA€ €IMHE 3HAYCHHS 3 X.

f'l: Y - X;

llo3nauenns. _
x=f£10).

SIkio B pIBHOCTI x =/~ '(») y 3aMIHUTH Ha X, a X BHPA3UTH 4Yepe3 ), JiCTAHEMO
byukmito v =77 '(x).l{ro QyHKIII0O MOXHA TaKOX HAa3MBAaTH OOCPHEHOIO JIO
yTBopeHoi. dynkmii ¥ =/ (¥) Ta » =/'(x) Ha3WBAIOTHCS B3AEMHO OOCPHEHUMH.

[TOHATTS CKJIAJJHOI (CKJIAJIEHOT) ®YHKIIIT

Hexan maemo:
¥y = Fl(g(x))

U

Y

Puc. 1.35
Osnauenns. Oynkuis y = F(u), ne u = g(x) €, y CBOI 4Yepry, AESIKOK (PYHKIIELO,
Ha3UBACTHCA _ CKIaAHOK  (CKnIameHor)  (QyHKHiero, abo  CyNepHo3HLicIo
(KOMIO3UIIE€I0) ABOX (DYHKIIIH.

ITosnauenns. |F =1 g =1(glx)),|

Mpuknagu

1) » =sin®x — 11e KOMIO3MILis ABOX QyHKUiN: y = F(u) =’ i u = sin x;
2) » =sinx’ — 11e KOMIO3MLIA ABOX QYHKIiH: y = F(u) =sinuiu = x.

Jlexuis 10



Tema: Iloxinna. ['eomeTpuunuii Ta MexaHiuHMM 3MicT moxigHoi. [IpaBuna
T epeHI1I0OBaHHS

MeTta: 03HallOMUTH CTYJEHTIB 13 3aJa4aMH, sIK1 MPUBOJATH JO MOHSITTS MOX1IHOT;
BUBUUTHU MOHATTA MOXIAHOI, BUSICHUTH 1i MEXaHIYHUN Ta T€OMETPUYHUI 3MicT. BuBuntu
npaBwia IuQepeHIlitoBaHHS Ta TaONMIN0 MOXITHUX. PO3BUTOK JIOTIYHOTO MMCIICHHS,
nam’sTi, yBaru. BuxoByBaTu npaientoOHICTh, MPUBUBATH Oa)kaHHS MaTH SKICHI TJIHOOKI
3HAHHSI, KyJIbTYPY MOBHOTO CIIJIKYBaHHS B X011 Oeciu

MeTtoau: CIOBECHUM, HAOUHU, TPAKTUYHUN

Ilnan:
1 IToHATTS NOX1HOT PYHKIII.
2 T'eomeTpuyHUM 3MICT MOX1AHOT (PYHKIIII.
3 MexaH14yHUM 3MICT MOX1AHOT (PYHKIIII.
4 TlpaBuia qudepeHIiFoBaHHS.
5 Tabauis NoX1JHUX.

MarepiajibHO-TeXHiUHe 3a0e3MedeHHs Ta AMAaKTH4HI 3acoou, T3H:
Tab0muis NoX1IHUX, OJIIBELD

Jlireparypa:
Hy6osuk B.I1., FOpuxk L.I. Buma matemaruka.-K.:ACK, 2001.-C.191-209.
Banyue U.M., Junuryn I'.JI. MaremaTtuka ninsa texaukymoB. -M.: Hayka, 1990.-C.
205-210.

TeopeTuuni BitomocTi

Tema: Iloximna. I'eomeTpuunuit Ta MexaHIYHMM 3MicT moximHoi. IIpaBuia
U epeHIitoBaHHS

[TonsTTss moxigHOiT — dyHAAMEHTAIbHE TOHATTS MAaTEeMAaTHYHOTO aHamily, 3a
JOTIOMOI'OK0  IKOTO  AOCTI/DKYIOTh MPOLIECH 1 SBHUINA B MNPUPOJHUYUX, COLIAIBHHX 1
€KOHOMIYHMX HayKax. BUBUEHHS pi3HUX MPOLECIB (MEXAHIYHOTO PyXY, XIMIYHUX pEaKIIiii,
PO3IIMPEHHS PIAMHY MPU HAarpiBaHHI, 3HAYEHHS €IEKTPUYHOTO CTPYMY Ta 1H.) IPUBOISATH
JI0 HEOOX1THOCTI OOYMCIICHHS IMIBHAKOCTI 3MIHM PI3HUX BEJIMYHMH, TOOTO JI0 TOHSITTS
noxigHoi. OTKe, Hamia HaWOIMK4Ya MeTa — IMO3HAHOMHUTHCS 3 MOHITTIM ITOXI1JIHOI,
HABUUTHCS 3HAXOJUTH TMOXIAHI eJEeMEHTapHUX (QYHKIIA Ta 3aCTOCOBYBATH IOHATTS
MOX1AHOI 710 MOCHI/KEHHs (YHKINNA, BUBUCHHS NESIKUX (I3SUYHUX SBUII, 0 BUBYCHHS
r€OMETPUYHUX TTOHSATD.

3amavi o NpU3BOAATH /10 OHATTHA

MOXiTHOI: 0 w L
™ ¢ - -
S=0  S,=f(t,) S,=f(t,) S
t=0 t t

Q 1

Puc. 20



1. Hexait maTepiasibHa Touka M pyXaeThCsl NPSIMOJIIHIMHO O 3aKOHY S = f(7) (puc.
20).

B momeHT wacy # BoHa 3aliHssia mojoxkeHHs M, 1 mpoiuuia nusix Sy = f(t).
3HaiiIeMO MIBUAKICTH TOYKA B MOMEHT 4acy /.

[TpumycTiMo, 1o 3a IOBIIBHO BHOpaHWM TPOMIKOK dYacy Af, MOYMHAIOYU 3
MOMEHTY ), TOUKa NIEpEeMICTHIIacs Ha BiICTaHb As 1 3aifHsiia nonoxeHHs M;. Toxi

L=t + At, S :f(t]) =g+ As.

3a npomixkok yacy Ai MarepiaibHa TOYKA MTPOXOJAUTD MUISAX

Ax = f(t1) - f(ty) = f(to + At) - f(ty). CepenHs MIBUIKICTH 0 PyXy Ha IPOMIXKY MoM,

. . _As _f(to + At) - f(to)

JIOPIBHIOE: v, === N :

[{s BennunHa nae mumie TpUOIU3HE YSBJICHHS MPO MIBHIKICTh PyXy MaTepiaibHOI
TOUYKH Ha PO3MVIIHYTOMY MPOMDXKKY. BoHa Oyze Oubln TouHIIIA, SKIIO MPOMIXKOK At Oye
3MEHITYBAaTUCA.

TakuM 4YMHOM, MOXHA BBAa)KaTW, SAKIIO Af HaONMKAETbCS O HYJS, TO CEPEIHs

. As .
MBUAOKICTD Veep — 6 pi (] Ha6HI/I)KaTI/ICH J0 IIBUAKOCT1 B MOMECHT 4acC ty.
PAt

Mummeeoro weuokicmio TOYKH, SIKA PYXa€ThCsA MPSMOJIHIMHO, B MOMEHT 4acy f
HA3UBAETHCS TPAHUIIS CEPEAHBOT IBUKOCTI MPU YMOBI, 1110 Af HAOJIMKAETHCS 10 HYJIS.

As flt, +At) - f(t,) _

v, =limv__ =lim—=lim
MET- a0 TPt A0 A A0 At

Yucna At, As Ha3UBAIOTHCS BIIMTOBITHO MPUPOCTOM Hacy, MPUPOCTOM IUISAXY.

OTXe, MUTTEBOIO HIBUAKICTIO TOYKH, SIKA PYXa€TbCAd MNPAMOJIHINHO, € TPaHULS
BIIHOIIIEHHS TPUPOCTY HUISAXY AS 70 BIJMOBIIHOTO IPUPOCTY yacy Af, KOJIU MPUPICT Yacy
HaOIMKAETHCA 10 HYJISL.

Ilpuknao 1.

Touka pyXxaeThbCs NPAMOJIIHIKHO 10 3aKOHY s(2) = 5 + t + 3 (s — 1LIAX B METpax, ¢
—Yac B CeKyH/1ax). 3HANIITh NIBUJIKICTh TOYKHU:

a) B IOBUILHUI MOMEHT #; 0) B MOMEHT yacy t =2 c.

Po3zs'sizanns
a) 1) Hexall 3HaUeHHS apTyYMEHTY fy OJIepKaJo IpUPICT At, TOdl t; =ty + At .
2) 3HaiiieMo BiAMOBITHUMA MPUPICT MIIAXY
As =s(tg+ At) - s(t)) =5(to + Aty + (to + AD) + 3~ (5 ti> +ty+3) =51t +10 ty At +
S5AF + ty+ At+ 3 =5t — ty— 3 = 10tAt + 5AF + At.
3) 3HaliiIeMo BiIHOILIEHHS MPUPOCTY HUISIXY J0 MPUPOCTY Yacy (CepeaHto
IBHKICTE): As _10t,At +5At% + At _Ar(10z, +1+5A7) 101, +14+5Ar
At At At
4) 3HaieMo rpaHMIlO BiIHOIICHHS MPUPOCTY NMUIIXY JI0 IPUPOCTY Yacy (cepeaHbol

IHBI/IJ:[KOCTI): BE})E :i}gr},(l()to +1+5A¢) =10z, +1

OTxe, MUTTEBA MIBUAKICTH TOUKH B JOBLILHUM MOMEHT 4acy f, AopiBHioe 107 + 1.
OTxe, IpH 3aJJaHOMY 3aKOH1 PyXY §(7) MUTTEBA IIBUIKICTh V(?) B TOBIILHUM
MOMEHT 4acy ¢ 00unucIoeThes 1mo hopmym v(¢) = 10z + 1.

0) Slkmo ¢t =- 2 ¢, To maemo v(2) =10 -2 +1 =21 [%] :
M

Bionosion.: a) 10t +1; 0) 21

c .



B kypci reomerpii BU NMO3HAHOMWINCH 3 O3HAYEHHSAM

IToHATTH JOTHUYHOI 10 KPUBOI.

JOTUYHOI JI0 KOJIa: TIOTUYHOIO JO0 KOJia Ha3MBAETHCS MpsIMa, _ sIKa

JSKUTh B TUIOLIMHI KOJIA 1 MAa€ 3 KOJIOM JIMILIE OAHY CIIJIbHY

TOuKy. Take 03HauUE€HHS JOTUYHOI HE MOKe OYTHU MEPEHECEHO Ha

BC1 KpuBi (1mapabosa, CHHycoiia, rinep0osia ToImo). 0
Hamnpuknan, Bice OY Ma€ TIIbKH OJIHY CHUTBHY TOUYKY 3

rpadikom ¢yHKIii y = Xx°, mpoTe ii HE MOXXHA BBaXKaTH

JTOTUYHOIO 710 KyOiuHOi mapabomu B Touri 0 (puc. 21).

3

YA

N,

-7

s 37 20 X

bola
|

y=-sinx
Puc. 22

[Ipsima y = 1 1 cuHycoina y = sinx MarTh 031114 CIIUIBHUX TOYOK (pHcC. 22), mpoTe
npsiMy ¥ = - 1 BBAXKAOTh IOTHYHOKO JI0 CHHYCO1TH.

Y4

of/”

Puc. 23

Ry

Jia BBENEHHS O3HAQYEHHS JOTUYHOI JIO KpPHUBOI
posrisHeMo GYHKINO y = f(x) 1 1i rpadik — KpuBY JiHIIO
(puc. 23). Hexaii Touku A i M Hanexats rpadiky QyHKIil
y = f(x), npoBenemo ciuny AM.

3adikcyemo Touky A. Hexail Touka M, pyxarouuch
10 KpHBIHM, HaOIMxKaeThes 10 Touku A. Ilpu npomy ciuna
AM Oyne noBepTaTUCs HABKOJIO TOYKH A 1 B TPAHUYHOMY
MOJIOKEHH] TIPU HAOMMKEHHI TOYKU M 10 TOUYKHM A CidHa
3aitme nonoxeHHsa npsamoi AT. Ilpsmy AT Ha3uBaroTh
JOTUYHOIO JI0 JJAHOT KPUBOT B TOUIIl A.

Hotuunoro AT nmo rpadika ¢yHKIil y = f(x) B Toulll A HA3UBAETHCS T'PaHUIHE
MOJIOXKEHHS C1UYHO1 AM, Konu To4yka M, pyXarduch MO KPUBIM, HAOIMKAETHCS O TOUKHU

HE ICHYE.

Puc. 24

>  YaCTHHI

Cnig matu Ha yBasi, 0 HE B YCSKIH TOYIl
KpHUBOI MOXHa MPOBECTH A0 Hel noTuuHy. Ha puc. 24
300paK€HO KpUBY y = f(Xx), sika B Todli A HE Mae
IO0TUYHOI, 00 SKIO Touka M Oyme HaOmMXKaTUCS [0
TOYKHM A 1O JIIB1il YaCTUHI KpHUBOi, TO ciuHa MA 3aiime
rpaHu4He nosioxkeHHs AQ.

Axmo Touka N Oyzae HaOMMKATHCS TO MpaBiit
KpuBOi, TO ciuHa NA 3aiiMe TrpaHUYHE
nosioxkeHHst A7. OnepxyeMo 181 pi3Hi npsmi AQ 1 AT,
IIe O3Hayae, 1Mo B Toulll A 0 AaHOT KpUBOI JOTHUYHOI

[TocTaBuMoO 3a7a4y: IpoBECTH NOTHYHY 10 Tpadika GyHKuIl y = f(x) B Toull A (X,

Vo).



JloTnuHa — 1€ mpsiMa, a MOJO0KEHHA NpsAMOi y= kx + b, sika MPOXOJUTh Yepe3 TOUKY
A(xo; o) BU3HAYAETHCSI KYTOBUM KOE(PILIEHTOM NPSIMOi k = tg o, € 0. — KYT MIXK MPSMOIO
1 fomatHiM HampsiMoM oci OX (puc. 25).
YA y=kx-+b
(k>0)

>
x
Puc. 25
OTxe, MPOBECTH AOTUYHY 110 rpadika 03Ha4Ya€ 3HANTH YUCIIO k.
Hexaii B Toumi A(xy, yo) (puc. 26) KpuBoi y = f(x) icHye TOTHYHA, BUSHAYMMO

KYTOBHM KOe(DIIieHT JoTHYHOI. /{7151 11boT0:
1) Hagamo apryMeHTy xy npupocTy Ax, OAEpKUMO HOBE 3HAUEHHSI apTyMEHTY Xy +

Ax. YA
2) 3HaiiieMo BIANOBIAHUNA MPUPICT (QYHKLI: Yo+ AYf——m e M A=
Jxo+ Ax) - fxo)
3) 3Hal1eMo B1THOIIICHHS T
A Ax) - =
&y S, 89 (%) . I3 Tpuxyrauka AMK maemo: ¥ = H(x) %
Ax Ax % K
= tg L MAK. Tak sk £ MAK = ¢ — KyTy Haxwiy
ciuHoi AM 3 nogatHuM HampsimoM oci OX, To % = /\Ot/ , ’; tg o
4) Axmo Ax—0, To Ay—0 1 Touka M Oyne 0/ Xo *otAx
nepeMillyBaThCsl N0 KPUBIA, HAOIMKAIOYHUCH M0 Puc. 26
TOYKH A.

[Tpu nmpoMy ciuna AM Oyne MOBEpTATHCS HABKOJIO TOYKH A, a BEIMYMHA KyTa
Oyne 3MiHIOBaTHUCS 31 3MiHOIO Ax. ['paHuyHUM moioxxeHHsAM ciuHoi AM nipu Ax—0 Oyne
notuuHa AT, sika yTBOpro€ 3 1oaaTHUM HanpsMoM oci OX Jesakuil KyT, BEIMYUHY SIKOTO
MO3HAYUMO Yepe3 o.

. A . o .. .
OTxe, B%Ey =lim 7gp =tgp =k — KyTOBUIi KOEDILIEHT JOTUYHOI.

Bnpasa
1. 3HaliTh KyTOBMM Koe]ilieHT NOoTHYHOI 10 mapabomu y = x> — 4x B
TouIll 3 adcuucor x = 2,5.
Bionosiow: k = 1.
i aBi 3amavi po3B'A3yOTbCS OAHMM i THM CcaMHUM CHOCO0OOM, SIKHH
CKJIAJIA€ThCS 3 TAKHX eTalliB:
1) He3anexH1i 3MIHHIN X HAAEMO TPUPOCTY AX;
2) 3HaXOAMMO MPUPICT 3a1EKHOI 3MIHHOT — Ay;

. Ay
3) 3HaxXOJMMO BIJTHOLICHHS —— ;

AN Y
4) 3naxomumo lim A

. Ay , c..
lim A, PBUKODHCTOBYETBCS MPH PO3B’A3YBAHHI 1 IHIIMX BAXKIMBUX 327124 (30Kkpema,

PO IMIBUAKICTh MPOTIKAHHS XIMIYHUX peakiliid, 3HaXOJKEHHS T'YCTUHU HEOHOPITHOTO



CTEpPKHS, TEIUIOEMHOCTI TUIA MPU HArpiBaHHI, CHJIM 3MIHHOTO CTPyMYy B IPOBIIHUKY Ta
1HIIL.), TOMY JOLULUIBHO BCEOIYHO BUBYUTH BJIACTUBOCTI III€] TpaHUIll, 30KpEeMa, BKazaTH
crocoOu 1i 0OYMCIIEHHS.

Hexaii 3amano d¢yHkmito y = f(x) Ha AeskoMy HpPOMDXKY. BizbMeMO HOBUIBHY
BHYTPIIIIHIO TOYKY X, JAHOTO MPOMIXKKY, HaJaMO 3HAYCHHIO X, JOBUIBHOTO MPUPOCTY Ax
(uncino Ax moxke OyTH K JOJATHHUM, TakK 1 BT €MHHUM), ajle TaKoro, o0 ToYka X,+Ax
HaJexasna JaHOMY MPOMDKKY, TO1

1) O6uncnumMo B Toulli X, mpupict Ay = Af(x,) byHKIIIi:

Ay = Af(x,) = f(xo+ Ax) — f(x,);
Ay _AM(xy) _ f(xg +Ax)- f(x,)
A A Ax '

3) 3HalieMo IPaHMITIO [IHOTO BITHOIIEHHS P YMOBI, o Ax — (), TOOTO:

LAY L G S +AY) - [ ()

A-0 Ax A—0  Ax Ax—0 Ax

Sx1o naHa rpaHUIls ICHYeE, TO ii Ha3UBAIOTh MOX1AHOIO QYHKIN y = f(X) B TOUII X, 1
mo3HavyaroTh f (x,) abo y' (untaerscs ed mTpuUxX Bix X, a00 y MTPHX).

Iloxionorw Pyukuii y = f(x) B TOULI X, HA3UBAETHCS TPAHULS BITHOLUICHHS MPUPOCTY
(GyHKLIT 10 IPUPOCTY apryMEHTY NPU YMOBI, 1110 IPUPICT aPTYMEHTY NPAMY€E A0 HYJIS, a
rpaHuld ICHY€, TOOTO

2) CkJiaieMO BIAHOIIICHHS:

fﬁ@ﬂmﬁ:gywﬁmrﬂm_

Ax Ax
IIpuknao 1. 3uaiigite noxigny GyHxuii f{x) = 3x° + 2 B TOYIII X,.
Po3B's13anHs

3HaiiieMo npupicT QPyHKII:
Af= flxo + Ax) — f{x,) = 3(xo + Ax)* +2 -3 x5 -2 =
=3 x5 + 6x,Ax+ 3Ax* + 2 -3x; -2 = 6x,Ax+ 3Ax* = Ax(6x, + 3Ax).
3HaiiieMOo BIJTHOIIEHHS MPUPOCTY (DYHKIIII 10 IPUPOCTY apTyMEHTY:
Af _ Ax(6x, +3Ax)
AT Ax
3HaleMo oXiIHyY JaHoi (PYHKIIIT B TOYII Xo:

fie) = lim A = lim(6x, +300) = 65, 3 -0 = 6,

=6x, +3Ax .

BiamoBigs. 6x,.
Ipuknao 2. 3uainite noxiany GyHkuii f(x) = kx + b (k1 b moctiitHi) y TOYIII Xo.
Po3é'azanns
3HaiiiemMo npupicT QPyHKII:
Af= f(x, + Ax) — f(x,) = k(x, + Ax) + b - kx, - b = kx, + kAx - kx, = kAx.
3HaiieMo BiIHOMICHHS MPUPOCTY (DYHKIIIT 10 TPUPOCTY apTyMEHTY:

Ax Ax
Omxe, f'(x,) = lim 2L = imk =k aGo (kx + b)' = k

Ax—0 Ax Ax—0

Bionosiows: k.

3 Ipyroro NpuKiIaay MOKHA 3pOOMTH BUCHOBOK, 1110 TIOX1THA JIIHINHOT QPYHKINT €
MOCTiiTHA BEIMYMHA, KA JIOPIBHIOE KYTOBOMY KOediIieHTy mpsamoi. SAkiio B popmymni (kx
+ b)' = knoknactu k=0, b = C, ne C — noBuIbHA NOCTiHA, TO ojiepKUMO, 1110 C'= 0,
TOOTO TIOXiTHA TTOCTIMHOT TOPIBHIOE HYIIIO.



Axiio B popmyni noknactu k=1, b = 0, To ogepxumo x' = 1.

®DyHKII110, SIKa Ma€ MOX1JHY B TOYLIl X,, HA3UBAIOTh IU(PEPEHIIIIIOBAHOO B 11 TOYLII.

OyHKI[II0, fKa Ma€ MOXIJHY B KOXHIA TOYIl AESKOro MPOMIKKY, Ha3WBAIOTh
nudepeHIIHoBaHOI0 Ha IbOMY MPOMIKKY. Ornepalis 3HaxX0KEHHs OXITHOT Ha3UBAETHCS
T epeHIIFOBaHHSIM.

Hexaii D; — MHOXUWHA TOYOK, Y AKX GYHKIA y = f(x) nudepeniiioBana. Akiio
KOKHOMY X € D, MOCTaBUTH y BIJMOBIIHICTb YUCIO f'(X), TO OJIEPKUMO HOBY (hYHKIIIO 3
obrnacTio Bu3HaueHHs — D;. 1o ¢pyHKIIi10 Mo3HA4ar0Th /'

f(x + Ax) - f(x)

Ax )

f(x) = lim
IIpaBuia nudepeHuiroBaHHs
Axmo dbyHkii f(x) 1 g(x) nudepeHIiioBadi B TOYIIl X, TO IXHS cyMa
nudepeniiioBana B mikt toui 1 (f(x)+g(x))’ = fi(x)+g'(x). ab0 KOPOTKO TOBOPSTH:
MOX1Ha CyMH JIOPIBHIOE CyMI IMOX1THUX.
/loseoennsn
Posrmstaemo dynkiito y = f(x) + g(x). 3adikcyemo x, 1 HaIaMoO apryMeHTy MPUPOCTY
Ax. Tomi
Ay =y(Xo+ AX) - y(x,) = f{xo + Ax) + g (xo + Ax) —f{xo) — g(x0) = flxo + Ax) - f(x,) +
+g(x, + Ax) — g(x,) = Af + Ag,

Yxo) = lim 2 = 1im 2T F 28 _ 4y (A}i . ﬁ] _
Ax—-0 Ax Ax—0 Ax Ax—0| Ax Ax

. Af . Ag # ’
‘E%K;"‘}iﬂﬁ—”xo)"‘g(%)-
Orxe, (f(x) + g(x))"=1(x) + g'(x).
Hacnioku
a) [loximHa pi3HUILl AOPIBHIOE pi3HMIN nmoximuux. Hexaw y(x) = f(x) — g(x), Toxai
f) = 36) + g9 |
S(x) =y'(x) + g'(x), 3Bincu y'(x) = f(x) — g'(x).

0) [loxizHa cyMH JEKUIbKOX (DYHKIM JOPIBHIOE CyMI MOXIAHMX LUX (YHKLIH,

TOOTO
(f1(x) + fo(x) oo+ fo(x)" = f1(3%) + [o(x) +oo + fulx)

Teopema. SIxumo GyHkii f(x) 1 g(x) nudepeHIiioBadi B TOUI X, TO IXHIH J00yTOK

TakoX — audepeHiiiioBana QyHKIIS B 11K TOYII 1
(fx) - g(x)" =f(x) - g(x) + f(x) - g'(x),

a00 KOPOTKO TOBOPATH: MOXigHA JOOYTKY JBOX (PYHKIIM JOPIBHIOE CyMi TOOYTKIB

KOXKHO1 (PYHKITIT Ha MOXIAHY ApyTroi GyHKIIII.
Jloseoenns

Posrmstaemo dynkiito y = f(x) - g(x). 3adikcyemo x, i HagaMo apryMeHTy MPUPOCTY
Ax, Tomi

1) Ay = fixo + Ax) - g(xo + Ax) —f{xo) * g(xo).

Ockimbk f(xo+ Ax) = f(x,) + Af, g(x,+ Ax) = g(x,) + Ag, TO

Ay = (flxo) T Af) - (8(x0) + Ag) — flxo) + 8(Xo) = f(xo) * g(Xo) + flxo) - Ag + Af "g(xo) +
+ A Ag - fxo) - g(xo) = fxo) - Ag+ Afg(xo) + Af - Ag.



9) = lim 2 o iy () Mg+ AT glx) + AF - Ag
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
L fg)-Ae M g) , . Af-AF _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0  Ax
_ . Ag A AfAg
= f(x5) }i%ﬂ + g(xo)gi-fﬁ)z‘;+ }il_r'lo——-&-;-— =

, , . Af . Ag ..
f(xo)'g(xo)+g(xo)-f(xo)+gﬂ—A—x-E%ZE-h{nﬂAx=

= f1(xo) * 8(xo) * f(xo) - g'(xe) + [(X0) * g'(Xo) + 0 =f(xo)"g(%Xo) Hf{xo) g (xo).
Omxe, (f(x) g(x)' = f(x). g(x) + f(x). g'(x).
Hacnioxu

a) [locTiliHnii MHOKHMK MOHA BUHECTH 3a 3HaK MOXIJHOI: (cf(x))' = cf'(x).

Hiiicuo, (¢f(x))' = c"f(x) + c:f(x) = 0" fix) + cf(x) =c[f(x)

0) IMoxigHa 1OOYTKY JIEKIJTbKOX MHOXHHUKIB JIOPIBHIOE CyMi JOOYTKIB MOX1AHOT
KOKHOT'O 13 HUX Ha BC1 OCTaHH1, HAIIPUKJIA/I;

(f(x) - g(x) - h(x))"=f(x) - g(x) - h(x) +f(x) - g'(x) - h(x) +f(x) - g(x) - h'(x).

Teopema. Sxuro Gynkiii f(x) 1 g(x) nudepenuiiioBani B Touti X 1 g(x) #0, To

S () ] ' _S'(x) g(®0)- f(x) g' (%)

g(x) g’ (%) ’

A C)) . .o ..
byHKIIA Y = 2(x) mudepeHIiiioBata B i TOYIII 1

Jloseoennis
dopmMysy MOX1THOI YACTKH MO>XHA BUBECTH, CKOPUCTABIIKCH O3HAYECHHSIM MOX1IHOI.
[Ipote 1e 3podUTH MOMXKHA TPOCTILIE.
gg; , Tom f(x) = y(x) - g(x). 3Haiinemo moxigHy QyHKIII f(X),
CKOPHCTAaBIIIMCh TEOPEMOIO TPO MOXigHY H0OYyTKYy, f'(x) = y'(x) - g(x) + y(x) - g'(x).
Bupaszumo 3 mieto popmymnu y'(x):

Hexait y(x) =

y(x) = Fx) ~y() - 8'(x) S (x)
g(x) 1 I1JICTaBUMO 3aMICTh y(X) 3HaU€HHS g(x) , TOAl OyJaeMo
ey e (x)z(f O e ¢ (x)] 9 1@-e@ 1) 8@
MATH: g(x) - 8(x) &) g'(x)
@)Y _ @) e@ - g
Ore, L8 g% (x)

IIpaBuna nudeperuiloBanHd
(f(x) £ g(x)) = f'(x) £ g'(x);
(Cf(x)) =C-f'(x);
(F(x) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x);

)Y @)@ -~ f(x)-g'x)
g(x) g*(x)




Jlekmis 11

Tema: YMOBU MOHOTOHHOCTI Ta eKCTpeMyMy (PyHKIi. 3HaXOPKEHHS HaO1IbIIOro
Ta HAMEHIIOro 3HaYeHb (PYHKIII1

Merta: BUBYUTH JOCTATHIO YMOBY MOHOTOHHOCTI (DYHKIII1 Ta IPaBUIIO JOCIIIJIKEHHS
¢GyHKLIT HA MOHOTOHHICTb. PO3BUTOK JIOTTYHOTO MUCIEHHS, MaMm’sTi, yBaru. BuxoByBaru
nparetoOHICTh, MPUBUBATH Oa)KaHHS MaTH SKICHI TJIMOOKI 3HAHHS, KYJbTYpYy MOBHOIO
CHIJIKYBaHHS B X071 Oeciu

MeToam: CIOBECHUM, HAOUHUM

Ilnan:
1 JToctaTHs yMOBa MOHOTOHHOCTI (PYHKIII1.
2 KputuuHi TOUYKH QYyHKIII].
3 IlpaBuiio nocniakeHHs PyHKIIi HA MOHOTOHHICTh

MarepianbHo-TexHIYHe 3a0e3e4YeHHs Ta JUAAKTHYHI 3aco0u, T3H:
TaOJIUII TTOX1JHUX

Jlireparypa:
AdanacreBa O.M. Maremaruka (miapyunuk s cryaertis BH3 I-11 p.a. Texaiuanx
cnerianbHOCcTel).-K.: Buma mkomna, 2001.-C. 136-137

Teopernuni BigomMocTi:
Tema: YMOBU MOHOTOHHOCTI Ta eKCTpeMyMy (yHKIIII. 3HAXOIKEHHSI HAlO1IbIIOTO
Ta HAUMEHIIOro 3HaYeHb (QYHKIII1

O3nauenna. Hexaii Qyskiis f(x) Bu3HaueHa Ha TpoMikKy (a; b) 1 xo€(a; b).
KaxyTb, 1m0 f{x) 3pocTae B TOUIIl Xo, SKIIO ICHYE OKLI TOUYKHU Xo, B AKOMY f(x) < flxo) AiIs x
< Xo, @ OJIS X = Xo

Sx) > f(xo).

AHaNOTivyHO 32 O3HAYCHHSM f(x) cmagae B Toulll XoE(a; b), KO iCHYE Ti OKiJ, B
saxomy f(x) > f(xo) mist x < xo, a f{x) < flxo) 1715 X > Xo.

Teopema 2 (no0cTaTHSl O3HAKA 3POCTAHHA i cnajaHHa QyHKUii B Touni). Skuo
dyukuin f(x) tudepenuiiioBua B Touni xo€(a; b) i f(xo) > 0 (f(x0) <0), To f(x) 3pocTac
(cmagae€) B TOULI Xo.



loseoennsn. IlpoBenemo moBeneHHS s BUNAAKY, Komu f  (xo) > 0. OcCKUIbKH
f'(x0)=1imM S(x)- f(xo)

>0 st x # xo.
x—xg X - X X = Xp

>0, To icHY€ OKiJT TOYKH Xo, B SKOMY

3BiJICH BUIUIMBAE, IO B IIbOMY OKOJ1 f{x) < f(xo) mi1st x < xo, TOOTO f{x) 3pOCTa€E B TOUIII Xo.
AHaJIOTIYHO TOBOAMTHCS BUTIAIOK, KOJH f (Xo) < 0.

Teopema 3 (nocTaTHA O3HAKA 3POCTAaHHA i cnajaHHsa (QyHKUII HA NMPOMIKKY).
Axmo ¢yHkuia f(x) 3pocrae (cmagae) B KOKHiH Touuli iHTepBany (a; b), To BOHA
(cmagae) Ha HBLOMY iHTEPBAJIi.

O3HAKHA MOHOTOHHOCTI JU®EPEHIIMOBHUX ®YHKIIN

PosrnssHemMo  nesiki O3HAKM ~ MOHOTOHHOCTI 1 CTpPOroi  MOHOTOHHOCTI
nudepeHIIIHOBHUX HA TPOMDKKY (DYHKITIH.

Teopema 4 (o3Haka moHoToHHocTi). Hexaii ¢pyHkuin f{x) HemepepBHa HA MPOMIKKY
[a; D] i mu¢pepenniiioBHa B inTepsadi (a; b). Toni:

1) nas Toro mod ¢pyHkuis f{x) 0yj1a MOHOTOHHO 3POCTAIOY0I0 HA MPOMIXKKY [a;
b], HeoOXiaHO i JOCTATHHLO, A0H BUKOHYBaJIacs HepiBHiCTHL / (x) =0 s Beix xE(a; b);

2) nast Toro mod ¢pyHkuia f{x) 6yj1a MOHOTOHHO CIAHOI0 HA MPOMIKKY [a; D],
HeoO0XiaHo i JocTaTHLO, 20M BUKOHYBAJIACh HepiBHicTh /() <0 nus Beix xE(a; b).

Hoeseoenns. [IpoBenemMo nOBEIEHHS NEPIIOTO MMyHKTY TEOPEMHU.

HeoOxignicTe. Hexaii ¢ynkimis f{x) HemepepBHa 1 HecrmagHa Ha [a; b] 1 mae
CKiHYeHHY MoXinHy f(x) B iHTepBaii (a; b). Ilokaxemo, mo f (x) = 0 mnsa xE(a; b). 3a

S@)- f(x)
t-x

YMOBOIO st Oyzib-sikoro x€(a; b) icuye /(x) =lim . Kpim Toro, ms > x i3 (a;

b) f(t) = f(x) 1, oTxe, nusi t > x
VAOLVAC R
t-x ’
TOMY
L LD = £ GO

r— x t_
1>x

1110 1 TOBOJAUTH HEOOX1IHICTb.

HNocrarnicts. Hexaii Gynkuis f{x) HemepepsHa Ha MpoMikKy [a; b] i /(x) =0 gug
Oynpb-skux x€(a; b). 3amamo AOBUIBHI X> 1 X1 13 [@; b] 3a yMOBH X; > X;. 3a TEOpPEMOIO
Jlarpamka f(x,)- f(x,) =f(e)(x, - x,) =0, 3Bigku f(x;) =f(x,),

Omxe, ms x1 1 x> 13 (a; b) ipu x, > x; gicraemo f(x») = f(xi), To6T0 PyHKIsA f(X)
3pOCTae.

Teopema 5 (o3Haka cTporoi monoronHocti). Hexaii ¢pynkuisi f(x) HenepepBHa
Ha NPOMiKKY [a; b] i nudepenniiioBna B inTepsadi (a; b). s Toro mod ¢pyukuis f{x)
OyJia 3pocTa4o010 (CIagHO0) HA MPOMIXKKY [a; b], HEOOXiIHO i JOCTATHHLO BUKOHAHHSA
JBOX YMOB:

1) f(x) = 0 (f(x) < 0) nas 6yab-saxoro x(a; b);

2) piBHicTh f(x) =0 He MOBHHHA BHKOHYBATHCSI B KOJAHOMY iHTepBaJji, 110
JIEXKUTH B [a; b].

Teopema 6 (noctaTHsi o3HaKa cTporoi MmoHotoHHocTi). Hexaii dynkuia f(x)
HemepepBHA HA MPOMIKKY [a; b] i nudepenniiioBna B intepBadni (a; b). Slkmo f(x) > 0
nJs1 Beix xE(a; b), To flx) 3pocTae Ha [a; b], axmio xk f(x) <0 gas Beix xE(a; b), To f(x)
crnajae Ha [a; b].

= F(x) =0



JOCALIKEHHS JU®EPEHIIHOBHOI ®YHKIIII HA

MOHOTOHHICTb
1. 3naiitu Hym Qynkuii / (x), T06TO KOpeHi piBHAHHA f (x) = 0 (SKIIO BOHU €), 1
po30uTH iHTepBan (a; b) 3a JOMOMOrOK 3HAWIEHUX KOPEHIB Xi, X2, ..., Xk
a < x1<x;<...<xx<b,Hainreppan (a; x1), (x1; X2), ..., (Xe_1; Xx), (xXx; D).

2. Bu3HauuTH 3HaK MOXIJHOI Ha KOKHOMY 13 TaKMX 1HTEpBaJIB. SKIO NpHU LOMY
BUSIBHTBHCS, IO HA JIBOX CYCIJHIX iHTepBanax (x5 x;) (x5 x,,,) moximHa f~ (X) Ma€e oquH
1 TOM camuil 3HaK, TO (PYHKIIISI CTPOr0 MOHOTOHHA B iHTepBami (X, ;X.,). Hampukan,
skmio f (x) > 0, To ¢hyHkis f{x) 3pocTaroya, ko f (x) < 0, To f{x) cnaaHa.

Ctpora MOHOTOHHICTH 32 TEOPEMOIO 6 30epiraerbcs, SKIIO A0 YaCTUHHOIO
IHTEpBaLy IPUEIHATH WOTO KiHI[, Ha SIKUX 32 YMOBOIO (yHKIIIsS HenepepBHa. Akuio f(x) Ha
MPOMIXKKY [a; b] HenepepBHa, a B iHTepBaii (a; b) moxigHa f (x) HE MEPETBOPIOETLCS HA
HYyJIb, TO Ha TPOMDKKY [a; b] ¢yHkuis f(x) Oyae cTporo MOHOTOHHOIO, a caMe€ IpHU
f7 (x) > 0 — 3pocTtaroyoro, npu f~ (x) < 0 — cnagHO¥O.

3HaTH IHTEPBAIIM 3POCTAHHS 1 CIaIaHHsT PYHKITIT

n
— f(x)=x"-5x*+5x>-15"

e Maemo
S(x) =5x" - 20x” +15x% =5x7(x- )(x- 3) =0,
3BIJIKU
x=0 x=1 x=3
A A A A
to ) N +s
0 1 3

[MoxinHa 1~ (x) HemepepBHA I XE(— 0; + 00) 1 IEPETBOPIOETHCS HA HYJIb JIMIIE B
toukax x = 0, x = 1, x =3, Tomy BoHa B iHTepBanax (— o; 0), (0; 1), (1; 3) 1 (3; + )

{1
30epirae 3HaK. Ockimeku ~ f(— 1)>0, f 3> o, 7 (<0,
S7(5)>0, 1" (x) >0, axmo x&(= oo; 0), /7 (x) >0, x€(0; 1), /7 (x) <0, xE(1; 3), /7 (x) > 0,
X€(3; + o).

Tomy dyskia f(x) 3pocrae Ha iHTepBanax (— oo; 0); (0; 1); (3; + o) 1 cnmamae Ha
inTepBani (1; 3).

JlocnipKeHHST Ha MAaKCUMYM Ta MiHIMyM

Hexaii ¢ynkiis f(x) Bu3HaueHa Ha TPOMIKKY [a; b] 1 X — BHYTPIIIHSA TOYKa
MPOMIXKKY: XoE(a; D).

O3nauenna. Oyukiis f(x) B TOUIIl Xo MAa€ MAKCUMYM, SIKIIO ICHY€E OKLJ TOYKH Xo, 10
TSl BCIX X, X # Xo, [IbOTO OKOJY BUKOHYETHCSI HEPIBHICTH f(x) < f(xo). Came 3HaueHHS f{xX0)
HA3MBaTUMEMO MAKCHUMYMOM (JIOKAJIbHMM MakKcuMymoM) ¢yHkmii f(x) B Touli Xxo 1
no3HavyarumMeMo maxf(x) = f(x).

OynKIis f{x) B TOUI Xo MA€ MIHIMYM, SIKIIO 1CHY€E OKUT TOYKHU Xo, 110 JUIS BCIX X (X #
Xo), SIK1 HaJeXaTh I[bOMY OKOJNYy, OyJe BUKOHYBATHUCh HEPIBHICTH f(Xx) = f(xo). [Ipu upomy
caMe 3Ha4yeHHA f(Xo) HA3UBATUMEMO MIHIMYMOM (IOKAAbHUM MIiHIMymMom) GyHKUIT f(x) B
TOMIII Xo 1 TO3HauyaTuMeMo minf{x) = f(x).



Jlaii, Ko I X # Xo y JAHOMY OKOJI TOYKH Xo J ()< flx,) (f(x)> flx,), pyHKLis
f(x) mae cmpoeuii maxcumym (cmpoeuti MiHiMyM).

MaxkcumyM 1 MiHIMyM (YHKIIT B TOUIll 00’€IHY€E CHUILHUN TEPMIH — €KCTPeMYM
(mokanbHMi ekcTpeMyM) (DYHKIIIT B TOUIII.

Heo0xi1H1 yMOBU €KCTpEMyMy

Hexait ¢pynkmis f(x) Bu3HaueHa 1 nudepeniiioBHa B intepsaini (a; b).

O3nauenns. Touku inTepBany (a; b), B sskux moxigHa f (X) IEpeTBOPIOETHCS B HYJIb
(f" (x) = 0), HazuBaroThCA cmayionapuumu mouxamu GyHkii f{x) B inTepsai (a; b).

I'eomerpuuna inTepnperanisi. Koxxna cramionapaa touka xo€(a; b) ¢pyskiii f{x),
mudepeHIiioBHOT B iHTepBal (@; b), XapaKTEepU3y€eEThCsl TUM, IO JOTUYHA 10 KPUBOT )y =
fix) B Toumi (xo; f(xo)) mapajenpHa OcCi aOCIIUC, OCKUIBKHM KYTOBHM KOCQIIIEHT i€l
notuyHoi k =f"(x,) =0,

Hexaii ¢pynkuist f(x) HenepepBHa Ha BIIPI3KY [a; b] 1 AudepeHiiiioBHa Ha POMIKKY
(a; b) 3a BUHATKOM, MOXJHWBO, CKIHUEHHOI'O 4YHCJIa TOYOK, B SKMX (YHKI[S HE Mae
MMOX1HOI.

Teopema 1. Insi TOoro mod TOYKa X, O0yja TOYKOKW eKcTpemMyMmy (QYHKIII,
BH3HAYEHOI B OKOJIi i€l TOYKH, HeOOXigHO, m00 moxigHa ¢yHkuii B mid TOYIi
nopiBHwBaga Hy 10 (f (x) = 0) abo ¢pyukuisn Oyna HequdepeHiioBHa B Wil TOYIIi.

JloBenenns BurumBae 3 teopemu depma.

O3nauenna. Jlns gysxuii f{(x), HenmepepBHOi Ha BIAPI3KY [a; b] 1 nudepeHIiiioBHOT
Ha 1HTepBail (a; b) (3a BUHATKOM, MOJIMBO, CKIHUCHHOTO YHWCJa TOYOK, JIE HE ICHYE
noxijgHoi f(x) B IbOMy iHTEpBaji), TOUKH, Ji¢ i MTOXiJHA JIOPiBHIOE HYJIIO a00 HE iCHYE,
HA3MBAaTUMEMO KpUMUYHUMU iI moykamu Ha TPOMIKKY [a; b], abo Toukamu,

«nidospinumuy Ha excmpemym QyHKIIT f{x) Ha TPOMIXKY [a; b].

3HANTH KPUTHYHI TOYKH QYHKITIT
3
£(x) :x?- %xz +6x-15, xER.

Mpuknag

® Maemo f(x) = x* — 5x + 6. Po3B’s3aBiuu piBasuus f (x) = 0, gicranemo x =2 i x =
3. Ockinbku ¢yHKIIA f(x) nudepeHiiiioBHa, TO KPUTHYHUMU TOYKaMH OYIyTh JIUIIE
CTaIloHapHI, TOOTO TOYKH X = 2 1 x = 3.

JlocTaTHI YMOBHU €KCTPEMYyMY
Hexait ¢ynkuis f(x) nudepeHUiioBHA B JAESIKOMY OKOJII TOYKU Xy, 32 BHUHSITKOM,
MOJKJIMBO, CaMOi TOYKHU Xo. Byaemo roBoputh, mo moximHa f~ (x) mpu mepexoji yepes
TOYKY Xo 3MIHIO€E 3HAK 13 IJTI0CA Ha MIHYC, SIKIIO ICHY€E TaKui OKII (X, = O; X, +0) TOUYKH Xo,
mo st X € (x,- 8xy) f7(x)>0, a g xE€(x035%, +0) f(x) <0. Anamoriuno f~ (x) mpu

nepexoi 4yepe3 TOUKY Xo 3MIHIOE 3HAK 13 MiHyca Ha TUTIOC, SIKIIO ICHY€E OKUT (X, = O; X, +0)
TOYKH X, IO I X € (X, = 85 x,) 7 (x) <0, a misa x < (x,5x, +0) f{x)> 0.



Hapemri, f(x) mpu mepexoai dYepe3 TOUKY X, HE 3MIHIOE 3HAKA, SIKIO JUIsI
xE(xy- 8x9) 1 ama xE€(xp;x, +0) f(x) 30epirae omuH i ToW camuii 3HaK (Oyme abo
J0/1aTHa, a00 Bij €MHA).

Teopema 2. Hexaii ¢ynkuia f(x) nudepeHuniioBHa B OKOJI TOYKH Xo, 32
BHHSITKOM, MOKJIMBO, CAMOI TOUYKH X, B sIKiii f{x) HenmepepBHa. Toxi:

1) IKIIO MpH mepexoi Yyepe3 TOUYKY X, MOXigHA f (X) 3MiHIOE 3HAK 3 MJIKOCa HA
MiHYC, TO B To4li Xo QyHKIIA f{x) Ma€ cTPOrnii MAKCUMYM;

2) SIKIIIO MPH Mepexo/i Yepe3 TOYKY X, MOXiaHa f (x) 3MiHIO€ 3HAK 3 MiHyca Ha
ILTIOC, TO B TOUIL Xo PyHKILisI f{x) Ma€ cTporuii MiHiMyMm;

3) AKII0 MpHU mepexoi Yepe3 TOUKY Xy moxiaHa / (x) He 3MiHIOE 3HAKa, TO B
TO4LI Xo PyHKILisI f(X) eKCTpeMyMy He Ma€.

JlocniauTi Ha eKCTpEMYM (PYHKIIIFO
flx) =2x — 15x* + 36x — 20.

Mpuknag

* Maemo
f(x) =6x? - 30x +36 =6(x - 2)(x- 3),

I3 piBHsgHHS f(x) =0 3Haxogumo naBI crarioHapHi Touku: x =2 i x=23. Ilpwm
nepexo/ii yepe3 TOUKy X =2 moxigHa f (x) 3MiHIO€ 3HAaK 3 IUIIOCAa HAa MIHYC, OTXe, 3a
TeopeMoro 2 (yHKIs f{x) B Toulll X = 2 Mae MakcuMyM: max f(x) = f(2) = 8.

AHaNoOriyHo 3HaieMo, o B Toull x = 3 ¢yHKUis f{x) mae MiHiMmyM: min f{x) = f(3)
=1.

Teopema 3. Hexaii ¢pyHkuis f(x) Mae moxiaHi 10 n-ro nopaokKy ékio4Ho 6 0KoJi
Xo, Ipu4omMy pynkuis /™ (x) nenepepsBHa B Toumi xo i /7 (x0) = /" (x0) = ... = f " D(x0) = 0,
ase [ "(xo) # 0. Tooi:

1) skmo » mapue (n = 2), To QyHKUifA f{x) B TOYLI X9 MA€ CTPOTUH eKCTPeMyM,
npugomy mMinimym — nipu £ (x0) > 0 i makeuvym — npu £ “(xo) < 0;

2) Axmo n HemapHe, To GpyHKUisA f(x) B TOYLi X eKCTPEMYyMYy He MAE.

Npuknag JlocniauTu Ha eKCTpeMYM (PYHKITIFO
flx)=x—3x>+3x+5.

e 3paxoaumo mnoxigHy f (x) = 3x* — 6x + 3. PiBuauns f~ (x) = 0 mae oaHy
cTamioHapHy To4uky x = 1, tomy f (1) = 0. [ami,

f(x) =6x-6, (1) =0, f"(x) =6, (1) =6 #0

Otxe, f'(1)=f"(1) =0, ane f"'(1) # 0. 3a Teopemoro B cramioHapHii ToUIi x = 1
byHKLIS f{X) eKCTpeMyMy HE Mae.

Teopema 4. Hexaii pyuxuia f(x) nudepeHiiiioBHa B 0K0JIi CTALIOHAPHOI TOYKHU
X0, 4 B cCaMiil cTallioHapHIi TOYLi Ma€ MOXiAHYy Apyroro nopsaky. Toxi:

1) sixmio /7" (xo) > 0, TO pyHKUist f{x) B TOULI X0 Ma€ MiHIMyM;

2) sixmio /' (xo) < 0, TO pyHKUIsA f{X) B TOUI X0 MAE MAKCHUMYM;

3) saixmio f~ (xo) = 0, TO B TOUII X) MOKe OyTH eKCTPpeMyM, a MOKe i He OyTH.

Hoseoenns. Hexait {7 (xo) > 0, Tomi, ypaxoByrOYH, IO Xo — CTaIllOHAPHA TOYKa
(f” (x0) = 0), micraemo

£y =lim L0 o) g SO g
x> x0 X- X, =X X=X,

S )

OCKUTbKM TPaHUIISI BUPaA3y B TOYIIl Xo JIOJaTHA, TO ICHYE OKLI TOYKHU Xo, 110

X- Xxq
I BCIX X < Xxo f(x) <0, amisax>xo f(x)>0 i3 BkazaHoro okoxy. Y Touii xo QyHKITis
f(x) HemepepBHA, TOMY 32 TEOPEMOIO 2 B TOUII Xo (PYHKIIIS Ma€ MIHIMyM.



AHaJIOrIYHO JTOBOJIUTBCS T€OpeMa Npo MakCUMyM (QyHKUII f{x) B ToYLl Xo, SIKIIO f

"(x0) <O0.
Tovenas JlocianTu Ha ekcTpeMyM (yHKIio f{x) = x°.
® Maemo /7 (x) = 6x°. Cranionapua To4yka ogua: x = 0.

1) 3a Teopemoro 2 Tpu TEepexojli yepe3 crarioHapHy Touky x = 0 moximHa f (X)
3MIHIOE 3HaK 3 MiHyca Ha 1ioc. OTxke, y Touli x = 0 GpyHKuis f{x) Mae CTPOruii MiHIMYM.

2) 3a teopemoro 3 maemo ' (x) = 30x, £ (x) = 120x°, fD(x) =360x%, 1 (x) =
720x, f©(x) = 720, npuaomy f(0) = £7(0) = £77(0) = 0, ane £9(0) = 720 > 0. Ockinpku
gucio 6 mapHe, To 3a Teopemoro 3 B Toull x = 0 ¢pyHKIis f{x) Mae CTPOTruii MiHIMYM.

3) Ockinbku f(0) = 0, f7(0) = 0, To Teopema 4 He Ja€ BIAMOBIIAI PO EKCTPEMYM
¢GyHKUIi B cTamioHapHii Touui x = 0.

4) JocmixeHHss (yHKIlT HA €KCTpEMyM MOKHA BUKOHATH 1 0€3 BHUKOPHUCTAHHS
nudepenuiiosaocti. Ockinpku x| > 0 gng x # 01]0/=0, To i x* = 0 qua x = 0, 3BigKK
dyukuis f{x) = x° y Touni x = 0 Mae CTPOruii MiHiMyM.

[leit mpukian mokasye, 1m0 IMpU JOCHKeHH! QyHKIII f{x) Ha eKkcTpemMyMm Tpebda
3BEPHYTH yBary Ha BHJ caMoi (yHKIIIi, 100 0O0path HaWOUIbII parioHATBHUN CIOCIO
PO3B’sA3yBaHHS KOHKPETHOT 3a/1a4i.

HAHWBLIBIIE I HAUMEHIIE 3HAYEHHSI ®YHKIIII HA TIPOMIXKKY
(ABCOJIIOTHUM EKCTPEMYM)

1. 3HaxomKeHHs HAHOLIBIIMX i HAWMEHIIMX 3HAYeHb (PYHKIUII Ha NMPOMIKKY.
PozrnstHemo Aesiki BUMAJIKU 3HaXOKCHHSI HaWOLIbIIMX 1 HAMMEHIIUX 3HAYeHb (DYHKIIN
Ha MPOMDKKY, KoM (yHKLISI HenepepBHa 1 au(epeHlIioBHa Ha BCbOMY IPOMDKKY 3a
BUHSITKOM TOYOK, J¢ B HEl HEMa€e CKIHUCHHOI IOX1IHOI.

I. Hexait ¢pyHkiis f{x) HenepepBHa Ha MPOMIXKKY [a; b], nudepeHiiiiioBHa B iHTepBai
(a; b) 1 Mae CKIHYEHHE YUCIIO CTAI[IOHAPHUX TOYOK.

AJITOPUTM 3HAXO/KEeHHSI HAWOLIbIIOro i HAlMeHIIOro 3HaYueHb QyHKIil f(x) Ha
NPOMIXKKY [a; b].

1. 3naiitn kopeHi piBHsHHES [ (x) = 0, XxE€(a; b), TOOTO CTamiOHAPHI TOYKHU (SKIO
BOHH €).

2. O0uncnutu 3HaueHHA GyHKHOIT flx) Ha KIHUOAX NOpOMiKKY [a; b] 1 B ycix
CTaI[lOHAPHUX TOYKaX (HE 0OOB’SI3KOBO BUSICHSTH, UM Oy/i€ B HUX EKCTPEMYM).

3. Ha mizgcraBi mOpiBHSIHHS BCIX 3HAWJIEHUX 3Ha4eHb (DYHKIII BUOpaTH HAOUIbIIE 1
HaliMeHIie. BoHU € BiIMOBIAHO HAMOUIHIIMM 1 HAWMEHIIMM 3Ha4YeHHAMU (PyHKIT f{x) Ha
POMIXKKY [a; b].
3HaiiTi HaOLIbIIIE 1 HAIMEHIIIe 3HAaYeHHS QYHKITIT
F(x) =5x + SL Ha ipomikky [0,01; 100].

X

Mpuknag

25x72 -

e YV naHOMY BHUIIQJIKy MOXigHA f'(x) = L & iarepBaii [0,01; 100] mae TimbKu

oJiuH KopiHb — x = 0,2. O0uncauMo 3HaYeHHs PyHKUIi B cTalioHapHii Toui x = 0,2 1 Ha
KiHIsx mpomikky [0,01; 100]:
f(0,2) =2, £(0,01) =7(100) =100,01
3B1JICH
max f(x) =100,01, min f(x) =2

x€[0,01;100] x€[0,01;100]



2. Hexaii ¢pynkuis f(x) HenmepepBHa Ha NPOMIKKY |a; b], nupepenuilioBna B
inTepBaii (a; b) 3a BUHATKOM CKIHYEHHOI0 YHCJIA TOYOK I Ma€ CKIHYCHHE YMCJIO
CTAlliOHAPHUX TOYOK.
yA VY 1poMy BHUMAJKy KPUTUYHUMHU TOYKAMHU (PYHKIIT f{x)

B iHTepBaii (a; b) OynyTh HE TUIbKU CTAI[lOHAPHI TOYKH, a U

TOYKH, B SKUX He IcHye moxigHoi (puc.5.32). Jus

3HAXOJ[KEHHS HaOUIBIIIOr0 1 HAMMEHIIIOTO 3HaYeHb (PYHKIIIT

3aCTOCOBYETBCSI QITOPUTM BHUMNAAKy 1, Jumie 3 Ti€w

PI3HUICIO, IO TOTPIOHO OOYHUCIUTH JOJATKOBO 3HAYCHHS
> (GyHKIIIT B TOYKAX, A€ BIACYTHS MTOX1THA.

I
I
I
|
|
|
|
l
X X b

Puc. 5.32

3HaiiTi HaOUTbIIE 1 HAltMEeHTIIe 3HaYeHHS (DYHKITIT
2 : .
Ha IpoMDXKKY [0; 2].
y :(X4 - I)A p y [ 5 ]

Mpuknag

e [licns 3HaxomKeHHs MMOXigHOI (yHKIIT 1 po3B’sizaHHsA piBHAHHA f(x) =0
MaTUMEMO, IO KPUTHYHOIO TOYKOIO Oyae TuTbku Touka x = . 3HaAXOAMMO 3HAYCHHS
GyHKuIi f{x) HAa KIHISX TPOMDKKY 1 B KDUTHUYHIN TOYIIL:

£(0) =1, £(2)=153, f(1)=0.

3Biacu
2

min /(x) =/ (1) =0, max f(x) =/(2) =15

x€[0;2

3. ®yukuis f(x) HemepepBHa — audepeHniioBHa B iHTepBadi (a; b) 3a
BHHSITKOM, MOKJIHMBO, CKiHYEHHOr0 YHCJIa TOYOK i Ma€ CKiHYeHHe YHCJI0
CTALiOHAPHUX TOUYOK.

VY upomy Bunaaxky QyHkKiis f{x) Moxe HE MaTH HaWOUIBIIOro ab0 HAWMEHIIIOTrO
3Ha4YeHHs Ha MPOMIKKY [a; b]. Hanpukian, ¢pyukuis f{x) = x> B intepsaii (0; 1) He Mae Hi
HaNUOUIBIIOrO, HI HAWMEHIIOro 3HauYeHHs; QyHKIIA f{x) = sinx B iHTepBaJll (— 00; + o0) Mae
HaWO1IbIIe 3HAYCHHS, 110 AOPIBHIOE 1, 1 HAMMEHIIIE 3HAYCHHS, 110 TOPiBHIOE — 1; yHKITiSA
fix)=(x—12)*+30 B inTepBam (—o0; +00) He Ma€ HAWOLIBIIOrO 3HAYCHHS, aj€ Mae
HaliMeHIe 3HaueHHs, 1o aopiBHioe 30; dynkuis fx) = 5x na npomixkky (0; 1] He mae
HalMEHIIIOTO 3HAYCHHSI, aJile Ma€ HAOUIbIIIe 3HAYEHHS, 1110 JOPIBHIOE 5.

HocmimkenHss QyHkiii f{x), M0 3a70BOJbHAE YMOBaM 3 Ha MPOMIXKKY [a; b], Ha
HalOUIbIIE 1 HAMEHILIEe 3HAYeHHs] MO)KHA BUKOHATH Tak, AK 1y BUNAAKY 2 JUIsl IPOMIKKY
[a; b], 3 Tieto nuIe pI3HUIICIO, IO KOJIM HeMae f(a), TO MOro 3aMiHIOITh T'PAaHUYHUM

3HAYECHHAM lljr;f () =4 3 xonu Hemae f{b), TO HOro TAKOXK 3aMIHIOIOTh TPAHUYHHM

3HAYECHHSIM JI(LH}Jf (") =B TJorim 3 mopiBHsAHHS 3HadeHb (YHKUil f{X), K y BUMAAKy 2,

BKJIFOYAIOYM TPAaHWYHI 3HaUeHHS A (ko Hemae f(a)) 1 B (ko Hemae f(b)), HaltOUIbIIUM
3HAYEHHSM BUSBHUTHCS TPaHUYHE, TO BOHO 1 Oyje HalOUIbmUM 3HadeHHSM (PyHKINT f{x) Ha
MPOMIXKKY [a; b].

k1o HaWOUTBIIMM 3HaYEHHSM (YHKII BUSBUTHCS TPAaHUYHE, TO f(X) HAa TPOMIKKY
[a; D] He Mae HANOUIBIIOrO 3HAYEHHS. AHAJOTIYHO JOCHIIKYETbCA MUTAHHS TIPO
HaliMeHIIIe 3HaueHHs f(X) Ha MPOMIXKKY [a; b].
3HaiiTH HaWOUTBIE 1 HaliMeHIIe 3HaA4YeHHS QYHKIT f(x) =/ (x*- D> B

Mpuknag . .
iaTepBaii (0; 2).



- 2 : :
® Ockunbku (1) =0, )lclj‘%f ) =1 im f(x) =153, TO HAWOIIBIINM 13 IIUX 3HAYEHb OyJIe
x—>2

2 . s : :
153 » AK€ € TPAaHUYHKUM, OTKE, (PYHKIISA HE Ma€ HaHOLILIIOro 3HadeHHs B iHTepsani (0; 2).

Haiimenmum 3Hauenusim Oyzae f(1) =0, omxe, (1) =0 € HailmeHIIMM 3Ha4YE€HHSIM (DYHKIIIT
f(x) B inTepBani (0; 2).

Jlexuis 12

Tema: IlepBicHa Ta 1i BnactuBicTh. HeBu3HaUeHM iHTErpasl Ta HOTO
BJIACTUBOCTI

Meta: BUBYEHHS TIOHATH MEPBICHOI Ta HEBU3HAYEHOTO 1HTETpaa,
OCHOBHUX (DOpPMYJI IHTETpYBaHHS Ta X BUKOPUTAHHS IIPH PO3B sI3yBaHHI BIIPaB

Metoau: CnoBecHUN, TPAKTUYHUN

Iliaan:
5 [lepBicHa Ta i BIaCTUBICTb.
6 HeBusnavenwuii iHTerpan Ta Horo BIaCTUBOCTI.
7 Tabnuirst OCHOBHUX HEBU3HAUCHUX THTETPAIIB.

MarepianbHo-TexHIYHe 320e31e4YeHHs Ta JUAAKTHYHI 3aco0u, T3H:
OO0uuncnroBabHa TEXHIKA

Jliteparypa:
Banyne N.W., Jumuryn I'.JI. MatemaTtuka s TexHUKyMoB. -M.: Hayka, 1990.-
C. 247-253.



TeoperuuHi BixomocTi
Tema: [lepBicHa Ta ii BnactuBicTh. HeBU3HaueHUH 1HTErpaj Ta Moro
BJIACTUBOCTI

1. ITpu BuBuYeHHI TeMu «IloxigHa» MU pO3B'I3yBaju 3a7a4y PO 3HAXOKCHHS
IIBUJIKOCT1 IPSIMOJIIHIHHOTO PyXY I10 33/IaHOMY 3aKOHY 3MIHU KOOPAUHATH S(1)
MaTrepiaibHOI TOYKH. MUTTEBA MIBUIKICTE V(f) JOPIBHIOE MOX1THIN QYHKIIIT $(7), TOOTO V(1)
=5'(1).

VY mpaxTuill 3ycTpidaeTbest oOOepHEeHa 3a7a4a: 1Mo 3aJjaHii BUIKOCTI V(1) pyXy
TOYKH 3HAWTU MTPOUICHUN HEIO NUISAX S(7), TOOTO 3HAWTH TaKy (PyHKIIitO S(1), TOXITHA SKOT
nopiBHIOE V(¢). DyHKIIO S(f) TaKy, M0 s'(t) = V(t), Ha3UBAIOTh MEPBICHOIO (PYHKIIIT V(7).

2

Hanpuknan, sxuo v{t) = gt, 10 s(t) = € TIEPBICHOIO (QYHKIIIT V(?), OCKIIBKH

> 7
gt g -2t
2 2
OyHkIis F(X) Ha3UBAETHCS nepgicHoro GyHKII f(x) Ha IEIKOMY MIPOMIXKKY, SIKITIO
JUISL BCIX X 13 ITbOTO MMPOMIXKKY BUKOHYEThCS PiBHICTB: F'(X) = f(x).

Hampuknan, yskiis F(x) = sin x € nepBicHOIO QYHKIIT f(x) = cos x mis x € R, 60
. . . . 1
(sin x)'= cos x, pyHkuist F(x) = tg x € nepBicHO0 PyHKIII f(X) = >—,00 F'x)=
= f(x) s BCIX X, KPIM X = Z v neZ

cos”x
[ —
(tg ) cos’x 2

BukoHnaHHs BIIpaB
[TokaxiTe, mo ¢yHkiisa F(x) € nepicHOO GYyHKIIT f(X) 1711 BKa3aHUX 3HAYCHD X.

1.F(x)=kxf(x) =k xeR.
2. F() = 2 fi) =@ x e (0 +00)n¢1

=gt =w(1) ,

g'®=

3.F(x) =Inl>l, f(x) = ;, x# 0.
4. F(x) =¢' f(x) =€, xeR.

5. F(x)=%,f(x)=a", xeR.

6. F(x) = -cos x, f(x) =sinx, x € R.
7. F(x) = -ctg x, f(x) = sinlz

II1. CnpuiimaHHs | YCBiIOMJICHHSI OCHOBHOI BJIACTHBOCTI MEPBICHOI,
MOHATTHA HEBU3HAYEHOI0 iHTerpaJa.

. X F 7n.

Posrasnemo GyHkuiro f(x) = x°. loBenemo, mo GyHKiii F,(x) =—, F,(x) —? +2,
3
F,(x) :x? - 5 € nepBicHUMU GYHKIIT f(X).

3\ !

Jliiico, F'(x) =| >

3

Fl(x) = x? 5] =xt-0=x" =/(x),

3
B3zarani Oynp-aka GpyHKuis F(x) =% + C, ne C — nocriiiHa, € nepBiCHOIO QYHKIIIT

x’. Lle BUIIMBAC 3 TOTO, 1O TIOXiIHA TOCTIMHOI JOPIBHIOE HYJIIO.



[et mpuknaa CBIIYUTH, IO 7151 3aAaH01 (YHKIIIT IEpBICHA BU3HAYAETHCA
HEOJTHO3HAYHE.

Teopema 1. Hexait pyHskiist F(x) € mepBiCHOO ISl f(X) Ha IESIKOMY
npomikky. Tomi mis noBuibHOI nocTiHoi C dyHkIisa F(x) + C Takox €
nepBiCHOO 1t QyHKIIIT f(X).

/loseoennsn
Ockinbku F(x) — nepBicHa GyHKIii f(x), To F'(x) = f(x).
Toni (F(x) + C)'=F'(x) + C' =f(x) + 0 = f(x), a us piBHICTb O3Hauae, mo F(x) +
C € nepBicHOO 751 QyHKIIT f(X).

Teopema 2. Hexait pynkuis F(x) € mepBicCHOIO 11 f(X) Ha JEIKOMY
npoMikKy. Toai Oyib-sika epBicHa JUIst PyHKIIT f{x) Ha IbOMY IPOMIKKY
Moske OyTu 3anucana y Burisiai F(x) + C, ne C — nesika ctana (4ucio).

Jloseoenns
Hexaii F(x) 1 F;(x) — AB1 niepBiCcH1 OAHIET 1 TI€T camoi yA
Gynkuii f{x), Tooto £’ (x) = f(x), F' (x) = f(x). loxinna y = Fx)

pizaui g(x) = F(x) — Fi(x) 1OpIBHIOE HYJITIO, OCKITBKH
g'x)=F' (x)- F'(x) = f{x) - f{x) = 0. SIxmo g'(x) = 0 na
JeSIKOMY ITPOMIXKKY, TO TIOTHYHA J10 rpadika GyHKUIL y =
g(x) y KOXHI{ TOULll LBOr0 MPOMDKKY mapajenbHa oci OX.
Tomy rpadikom dyHKIT y = g(x) € npsiMa, sika napajeiabHa Puc. 87 oci
OX, To0to g(x) = C, ne C — neska crana. I3 piBHOcTel g(Xx) = C,
g(x) = Fi(x) - F(x) BuruuBae, mo F(x) — F(x) = C, abo Fi(x) = F(x) + C.

Teopemu 1 12 BupaxaroTh OCHOBHY BJIACTUBICTh MEPBICHO].

OCHOBHI BITACTUBOCTI MEPBICHOT MOYKHA HAJATH T€OMETPUYHOTO 3MICTY: rpadiku
OyIb-SIKMX JBOX MEPBICHUX I (PYHKIIIT f 01epKYIOTHCS OJIUH 13 OJTHOTO TapajieIbHUM
nepeHeceHHsaM B310Bxk oci OY (puc. 87).

Hexaii pyHKIIA f Mae Ha JesTKOMY MIPOMDKKY HepBicHy. CyKyTHICTh yCiX IEPBICHUX
JUIst YHKUIT f(x) HA IPOMIXKKY HAa3MBAalOTh HEBU3HAYEHUM 1HTErpajoM Li€i PyHKIIT 1
MO3HAYAIOTh [/ (3)dx | GyHKIIIO f(X) HA3UBAIOTH NIQIHMEZPATLHOIO QYHKYICTO.

3 I0BEJIEHUX TEOPEM BHIUIUBAE, 0 [/ (dx = F{x) + C, ne F(x) — sxa-HeOy1b
nepBicHa /it PyHKIT f(x) Ha naHomy npomixkky, C — fnoBuibHa cTana (11 Ha3UBarOTh
CTaJIolo 1IHTerpyBaHHs). Hanpukian, pyHKIig sin x € nepBICHOIO U1 (PYHKIIT COs X Ha

MPOMIXKKY (- 90 ; +00), TOMy MO>KHA 3aHCaTH, 110
fcosxdx =siny+C

AN

|~
—

IV. ChopwuitmanHst 1 ycBiAOMJIEHHS TaOiuIll TMepBiCHUX (TaOMUIll HEBU3HAYCHHX
1HTETpaiB).
KopucTyrounch TabIuIiero moxXiTHUX, MOYKHA CKIIACTH TaOJIHITIO IEPBICHUX (TaOIHIIO
HEBU3HAUYEHUX IHTErpaiB) Ui (DYyHKIIH, TOX1AHI IKUX Bitomi (Tabnuus 9).
Tadmus 9 Tadauus nepBicHUX (HEBU3HAYECHUX IHTErpaJiB)



Dyuxuia f(x) nia;‘;‘::zzﬁﬁ,?ign_f% Hennanlaqennﬁ 'iHTerpa.n
0 C j Odx = C
1 x+C \jdx =x+C
n+l n+l
X" (n#~1) Y _icC jx”dx:x +C
n+1 n+1l
1 In|x| + C j§£=1n|x|+c
x x
sin x —cos x +C Jsinxdx=—cosx+C
cos X sin x + C _fcosxdx=sinx+C
1 dx
=tgx+C
cos® x tgx+C ICOSZx &
1
—ctgx + C =—ctgx +C
sin® x clg X I sin® x &
e* e+ C ‘[e’dx=e"+C
a’  +c J.a”dx =2 ic
Ina . Ina

Jnst nanoi (pyHKUIi f(x) 3HAMAITH EPBICHY, T'padik SKOi IPOXOAUTH YEPE3 3a1aHy

TOYKY A:

a) fx) =x’; A(-1; 0); 6) fix) =¥/x, A(0; 1); B) f(x) = sinx, A(m; 2);

1

N fx) = cos’ x’

. : >+l
Bionogios: a) = .

MareMaTHUHUI JUKTAHT.

NESUEY R

sin? x’

3anuiiTh nepBicHI 11 QyHKIIIN:

DY 2)—;
1

Ny 839

S X

Bionogiow: 1) %+c; 2) Inlx| +C; 3) —

3)x

1

2x?

! A(E;O].

4
; 6) 5¥Vx+1; B)-cosxtlr)igx- 2 1) - crgx + V3.

1
4) Vx ; S 0es
= 10) cos x; 11)sinx; 12)xvJ/x

+C; 4) 2a3x +C; 5) SV +C; 6) e+ C

7) T +C; 8) 1gx+C; 9) —cign + C; 10) sinx +C; 11)- cosx + C; 12) 2x°V + C

Ins



IIpaBuiia 3HaxOJKEHHSI IEPBICHUX MOXKHA OAEPKATH 33 JOIIOMOI'OK0 TIPABUII
g epeHIiIOBaHHS.
Ilpaguno 1. Sxo F(x) 1 G(x) — nepBicHI BiAnoBiiHO GyHKUIN f(x) 1 g(x) Ha
JESIKOMY ITPOMIXKKY, To QyHKLIs F(x) £ G(x) € nepBicHOIO QyHKUII f(x) £+ g(X).
HiiicHo, ockuibku F'(x)=f(x), G'(x)=g(x), T0 (F(x)* G(x))'=F'(x)+ G(x)=f(x)£ g(x).

Ilpuxnao 1. 3naiiaite nepBicHi aa QyHKIIT f(x) = x + cos X.

Po3B's3anus
2

OcK1TbKH AJI1 X OJ1HA 13 IICPBICHUX € 7 , 4 U COS X OJJHIEIO 13 IICPBICHUX € S1N X,

2
. . . cee . X .
TO OJIHIEIO 13 MEPBICHUX PYHKIIT X + cos x € QyHKIIs — T sinx, oTxe, F(x) =

2

% + sin x+C.

Bionogios. F(x) = x? + sin x+C.

Ilpasuno 2. Sxmo F(x) € nepBicHoro mis pyHkuii f(x), a C — crana, To CF(x) —
nepBicHa it QyHkii Cf(x).
Hivicuo, ockinbku F(x) = f(x) To (CF(x))' = CF'(x) = Cf{x).
Ipuxnao 3. 3uaiiaite nepsicHi w1 GyHKLUil f(x) = Se* + 7sin x - 3x°.
Poszeé'sizanna
OCKUTBKH OJTHIEIO 13 TIepBICHUX IS QYHKIT € € QyHKIIIS €', TO OJHIETO 13

nepBiCHUX s QYHKIIT Se* € Se'; OCKUIbKH OAHIEI0 13 MepBICHUX A QYHKINS SinX € -cos
3

X, TO OZIHI€IO 13 mepBicHMX s QyHKILIT 7sinx € -7cosx; nepsicHo0 GyHKii 3x° € 3 x? =
x’. Orxe, F(x) =5e" - 7cos x - x* + C — nepsicHi ang QyHKIii
f(x) = 5e" + 7sinx - 3x°.
Binnosins: F(x) = 5¢* - 7cos x - x* + C.
Ilpaguno 3. Sxmo F(x) € nepBicHO a7s f(X), a k 1 b — MOCTIHI YKclia, TPpUIOMY k
1 .
#0, TO = F (kx +b) € nepsicHoto 1151 hyHKIIi fkx + b).
JlificHO, 3a MpaBUJIOM MOXIIHOI CKJIaJIeHOT PYHKIIIT MaeEMO:
! 1
= o Fllkx +b) k= F'(kx +b)= flkx + b).

Hpuxnao 5. 3uainite nepsicHi mia QyHKLi: a) f{x) = (7 - 3x)°;  0) fix) = &™".
Pozé'azanns

[%F(kx+b)

6
. . vee . X .
a) OCKillbKH TIepBiCHO 11 QYHKILIT X° € QyHKIIis ~ > TO 3TUIHO 3 IPABUIIOM 3

1(7-30° o _ (7-30°
3 6 18
0) OCKIUIBKHU OJIHIEIO 13 IEPBICHUX I GYHKINT € € PYHKITIS €', TO 3TiTHO 3

IITyKaHi MepBicHI: F(x) =- +C.

1
npasuioM 3 maemo: F(x) = - e+ C.

(7-3%)° . NS S
-T-'-C’ 6)F(X)— 2€ + C.

1. 3HaiiiTh 3arajIbHUN BUTJISA] MIEPBICHUX IS (PYHKIIIM:

Bionosiow: a) F(x) =



1

Q) () = 20557 6)f)= =+ B)f) = ¥ +3¥x: 0 f) =5V -
2. 3HaiiTh 3arajIbHUN BUTJIS IEPBICHUX IS PYHKITIH:
a) f(x)=5cosx-3sin x,; 0) f(x)=2¢€" + 3cos x; B) f(x)zg +10°; 1) flx)=

2. Osnavenns. CykymHicth ycix meppicamx ¢ynkmii /(x)Ha mpomixkky (a;b)

HA3UBAIOTH HegusHauenum inmezpanom Gpynkuii /() Ha TEOMY IPOMIKKY i TO3HAYAIOTE
Jr Goax =F(x)+C (1.1)

ne /(x) - miginrerpansua ¢pynkuis, /(X)dx - miginTerpanbuuii Bupas, C -
IOBUIBHA CTaa.

Omnepartlito 3HaXOJPKEHHS HEBU3HAYEHOrO IHTerpajia BiJ (yHKIII Ha3UBaIOTh
inmezpysannam 1iei PyHKIIIi.

OcHoéHhi enacmugocmi HegU3HAYUEH020 IHmezpana
1. Cranuif MHO)KHUK MOXXHa BUHOCUTH 3a 3HAK IHTErpania:
J‘af(x)dx =a -J‘f(x)dx , a #0 — crana.

2. HeBusHauenuil 1HTerpan Big anreOpaiyHoi CyMH CKIHYEHHOTO 4YHUCIa

HernepepBHUX (PYHKI[IH piBHUHN anreOpaiuHiidi cyMi IHTETpaJliB Bl CKJIAI0BUX (YHKIIIN:
J(f(x) ig(x))dx = J'f(x)dx + J'g(x)dx .

3 5
cos’x sin’x’

3. dxmo [f(XWdx =F(x)+C 1o it [fldu =F)+C  ne u =¢lx) — nopinbHa dyHKIIis,
10 Ma€ HEMEPEPBHY MOX1JIHY.

[Ipy oOuncneHHI HEBU3HAUEHUX IHTETPATIB 3PYYHO KOPUCTYBATHCS HACTYITHUMHU
MpaBUJIaMU: SAKIIO ff (xX)ax =F(x)+C , TOIl

1) [/l :%F(kx) +C,

2) ff(x+b)dx :F(x+b)+C,
3) ff(kx+b)dx =%F(kx+b)+c’

ne k ta b - crani BETUYUHH.
3. Tabauisi OCHOBHUX IHTErpaIiB

J‘O -dx =C
fdx =x+C

a+1

+C; (x # 1,a €R)

fx“dx :a T

fl dx :ln|x| +C
X

f%dx =2Jx +C

J‘sin xdx =- cosx +C

fcos xdx =sinx + C

J' 12 dx =tgx +C
cos” x

;dx =-ctgx+C

sin® x
fex =e* +C
X
a
J‘a" = +C
Ina




Jlexknisn 13

Tema: Metoa 3amiHM 3MIHHOI Ta IHTETpYBaHHS YaCTUHAMU
Meta: BUBYCHHS METO/1iB OOYHCIICHHS HEBU3HAYEHOTO iHTEeTpaia. Po3BUToK

JIOTIYHOTO MUCJIEHHS, YBaru, nam'sti. BUXoBaHHS CTapaHHOCTI.
Metoau: ciioBeCHUM, TPAKTUYHHAN

IInan:
1 Metop 3aMiHOI0 3MIHHOT (METO/ TiJICTAHOBKH).
2 Metoj iHTEerpyBaHHS YaCTHHAMM.

MarepianbHo-TexHiYHe 3a0e3MeUeHHs Ta TUAAKTHYHI 3aco0u, T3H: Tabnuis
HEBHU3HAUYECHHX 1HTErPaJIiB

Jlireparypa:
Banyue .M. Marematuka s TexHukymoB.- M.: Hayka, 1990.-C.255-266.
TeopeTuuHi BitomMocTi:

Memoo niocmanoexku (3amina 3MIHHOT iIHMe2PYBAHH)
Merta MeToay miJICTAHOBKY — MEPETBOPUTH JAHUHN 1HTErpajl A0 TAKOTO BUTJIISY,
KU TIPOCTIIIE THTErpyBaTH.

Teopema . SIkmio f(x) — HenepepBHa, a x =9(r) Mae HemepepBHY MOXiHY, TO:

x =(2z)
dx = (drs| = [f(p(2))p (2)etz. (1)

r = ' (X))

_f_f(x)tl_x: =

Hacniook.
[ () @ (x)dx =|gp(x) =1| = [f(£)dkr. (2)
3aysascenns. Crnenndika IHTETpyBaHHS HEBU3HAYEHOTO 1HTErpaja He 3aJIeKUTh Bijl
TOTO, € 3MIHHA 1HTErPYBaHHS HE3JIEKHOIO 3MIHHOIO 4M caMa € (yHKI€ (Ha MijcTaBi
1HBapiaHTHOCTI (POpMHU 3aMuCy Mepioro audepeHiiany), ToMy, HapuKIaI;:

a+l
() ) =2 o]
a+l

o+l
=

fx“dx = +C

o+l

)rx+1

= (flig) dlign) =8 4 ¢
o+l

Y TakoMy po3yMiHHI CITi] pO3TJISIaTH 1 BCIO TaOIUIIO0 IHTETPaIiB.
Hpuxiaaa.

x =zt°,
dx =6t°dt;

t =x

dx
N v

6t°dt 22 +1-1
=f =6 dt =
32 +1) RS




=6J{1- 21 1 dt =6(¢ - arctgt) + C =6%/x - 6arctgd/x + C.
t* +
BapianT 3amiHM 3MIHHOT 1HTErpyBaHHs ®(x) =¢ (2) 3pydyHUH TOMI, KOJHU
i JiHTErpaibHUM BUPa3 MOKHA PO3KJIACTH Ha [Ba MHOXKHMKHU: ./ (0(x)) Ta @'(x)dx
Ipuxkaan.

s sin x =¢ 5 t© 1 .
[sin” x cos xdx = = [t>dt :?+C zgsm x+C.

cos xdx =dt

Jnst paesikux KiaciB MigIHTErpaibHUX (YHKLIM po3poO0J€eHO CTaHAApTHI 3aMIHU.
Bubip 3py4HOi NiACTAHOBKM BHM3HAYA€ThCS 3HAHHSAM CTaHAAPTHUX MIJCTAHOBOK Ta
JIOCBIJIOM.

Memoo de3nocepeonbo20 inmezpysanHa

[Ipn OGe3nocepeHLOMY I1HTETpyBaHHI BUKOPUCTOBY€ThbCs (opmyna (2) BapiaHTa
3aMIiHM 3MIHHOI, ajge caMy 3aMiHy He€ 3amucyroTh (i poOJATH YCHO) NpPH IbOMY
BUKOPUCTOBYIOTh ONEpallito BHeCeHHS (yHKIII mif 3Hak audepenmiana. OTxke, SKIIO
J/f@)du =F(u) +C, 10

ff(cp(x))cp’(x)dx Iff(cp(x)) -d(p(x)) =F(¢p(x)) + C.
3o0kpema, KoM ((x) € JiHiiHOW (yHKIIEW, TOOTO @(x) =ax+b, mgicTaEMO:

[flax +b)dx :% [flax +b) -d(ax + b) ZlF(ax +bh)+C..
a
3ayesaoicenns. Ilin 3Hak nqudepeHiiiaga MoKHa BHOCUTH OyJb-KUN CTAIUM J0JIaHOK
(3HaueHHs audepeHiliana Mnpy IbOMY He 3MIHUTHCS):
dcp(x) :d(cp(x) +C) .

n I sin xdx _fd(_ cos x) _ lfd(?)cosx) _
PUKJIAN. 1+ 3cosx 1+ 3cosx 3“1+3cosx
1 d(1+3cosx)

=-—F =- l1n|1+3005x|+C.
3 3

1+3cosx

Memoo inmezpyeanna uacmunamu
Teopema . Sixkmo ¢yHkuii #(x) Ta v(X) MAaIOTH HeNlepepPBHi MOXIIHI, TO:
Ju -dv =u -v- [vdu. (3)

Ha npaxruii dyskmii #(x) Ta v(x) peKOMEHAYEThCS BUOUPATH 32 TAKUM MPABUJIOM:

— IpM iHTErpyBaHHI YaCTHHAMM MiJiHTErpajbHui BHpa3 /(x)dx po36uBarOTHL Ha
JBa MHOKHUKH THIY U - dv, TOOTO S(x)dx =u-dv; npu upomy QyHKIis u(x) BUOUpAETHCS
Takow, 100 mpu audepeHIliloBaHHI BOHA CHpPOIIyBajach, a 3a dv OepyTh 3aJUIIOK
MIIHTETPAIbHOTO BUPA3y, KWW MICTUTH dx, THTErpall BiJ] IKOTO BiAOMHH, a00 MOXKe OyTH
MPOCTO 3HAWJICHUN.

IMpuxkaan.

2¢e —x, d2e —Ix

- Iy —=sin xdx == - .
Jxsin xdx = - —=- xcOosx - - cOosxdx —- xcosx +sinx + C.
= JZrv = fSin xdx =

= v =—- cOosx

[HKONMM MOBOAUTHCS IHTETPYBaHHS YacTMHAMHU 3aCTOCOBYBAaTH KIJIbKa pasiB, L0
UTIOCTPY€ TaKui MPUKIIA.

CZ et —

oL e ) —

Jlani  HaBegeHO  JesAKI THUOM  IHTErpadiB, TMpH  IHTETPyBaHHI  SKHX
3aCTOCOBYIOTh METOJI IHTEIpyBaHHS YaCTMHAMU Ta MOKa3aHO BHOIp QyHKUINA u(x) Ta v(X):
Plx) sin(ax)dx_ Plx) cos(ax)dx_
I u dv 2 u dv ’




Plx) eax In(lax) O(x)dx ) farctgx O(x)dx

f u dv  J u dv u dv
Iarcsi;(ax) Q(:lc‘)}dx’ @)

ne P(x) — muorouneH, Q(x) — anredpaiuna ¢pyHkiis, a € R.
3BUYAIHO, HE CJIIJ JyMaTH, [I[0 METO] IHTETPyBaHHS YaCTUHAMU OOMEKYETHCS

3aCTOCYBAHHSM TUIBKHU JI0 1HTErpaJIiB TUITY (4).

VY neskux BUMAIKAX MICISA IHTETPyBaHHS YaCTUHAMU 1HTErpajia OJIePXKy€EThCS
PIBHSIHHS, 13 SIKOTO 3HAXOATh IIyKAaHUM 1HTETpall.

Hpuxaan.
cosx —u, du —- sin xdx;
G = fe” cosxdx =| _ ’ - | =
e dx =dv = v —e
. sinx =z, du —cos xdx;
=e* cosx- [~ sinx -edx = _ > . T =
e dx =dv = v =e-
=e* cosx+ e~ sinx- e cosxdx =e*(cosx +sinx)- G.

Omke, jgictand  piBHSAHHA G =e*(cosx+sinx)- G, i3  SKOro  3HAXOJMMO

G =_fex cos xdx 2%(sinx+cosx) +C .

Jekuis 14

Tema: Buznauenuii inTerpain ta oro BiactuBocTi. @opmyina HeroToHa-
JlenOHInA.

Meta: BuBueHHS TIOHSATTSI BU3HAYEHOTO iIHTErpaTy Ta HOro
BJIACTUBOCTEH, 3aMiHa 3MIHHOI Ta IHTETPYBaHHS YaCTUHAMH BU3HAYEHOTO
iHTerpana. PO3BUTOK JTOTIYHOTO MUCJICHHS, YBaru, mam'sti. BuxoBanus
CTapaHHOCTI, BIAMOBIAAIBHOCTI.

Metoam: CnoBecHMIl, MPaKTHYHUN

Iliaan:
1 3agayi, M0 MPUBOATH 10 BU3HAYCHOI'O 1HTETpaJIa.
2 O3Ha4YeHHS BU3HAYCHOTO 1HTErpaja, TeOMETPUIHHNA 3MICT.
3 BiactuBOCTI BU3HAYEHOTO 1HTETpaIA.
4 Teopema HrroTona-JleiiOHira.



MarepiajibHO-TeXHiUHe 3a0e3MeYeHHs Ta AMAaKTHYHI 3acoou, T3H:
Kpecnspceke npuianis, miakaTv, KaIbKyJIITOpU

Jliteparypa:
Banyne .M. MaremaTtuka qjst TeXHUKyMOB, 1990, ¢ 267-279.
Hy6osuxk B.I1., FOpuxk I.I. Buma matemaruxka. - K.: ACK, 2001, ¢ 365 - 385.



TeoperuuHi BitomocTi
Tema: BuzHnaueHuii inTerpain ta oro BiactuBocTi. @opmyna HeroToHa-
JlenOHInA.

3anmayi, 1110 TPUBOAATH JIO TIOHATTS BU3HAYCHOTO 1HTETpaia
Osznauenns. Kpusoninitinoro mpaneyicto Ha3uBa€ThCs TUIocKa (irypa, mo ooMexeHa
ai”igMu: ¥ =f(x) =0, y =0, x =a, x =b.
Ha puc.l. 300paxkeHi: kiacuuHa KpUBOJIHIMHA Tpanermis (a) Ta ii BUPOHKEHI
BUTAJIKK (0) Ta (8).

Puc. 1
3agaya. OOUMCINTH TUIOINLY KPUBOJIIHINHOI Tpanelii a4 Bs (puc. 2).
Po3zeé’azanus.
P03i6’eMo poMiKOK [a; b] Ha 1 YacTHH Toukamu x, - Z ==(O. 7z) Tak mo
a =x,, b =x,. BubepeMo ToUkH <, TaK: X., =S,=x,. [loOyayeMo NpSIMOKYTHHUKH 3

ocHOBOIO AY, =X,- x| i Bucorowo /(&) (puc. 2).
[Toma eaeMeHTapHOro npsaMoKyTHuKa AS, =f(E;) -Ax; . TInoma cryminyacroi ¢irypu

n
2—1 f (Ei) ‘Ax, =S Oyae THM MEHIIIE BiJAPI3HATHUCH BiJl TUIONI KPUBOJIHIHHOL Tpamemii Saizs,
YUM MEHIIIA JIOBXKMHA ™MAaxAx,  a B rpaHUYHOMY BHUMAJAKY IIl IUIONI OyIyTh 30iratucs,

10610 S 5, = lim 23 fE, -Ax..

maxAx;— 0 ;=
7

Vs

(€) (g,

(&) il

uve

)

Puc. 2
3agaua. O0uKcIUTH poOOTY 3MIHHOI Cuiln £ =& -/ (x), | € | =1, 0 BUKOHYETHCS
IpU MepeMillieHH] MaTepiajJbHOI TOUKH Ha TPOMIXKY * < La: A1 (puc. 3).
Po3zé’sazanns.
Po3i6’eMo mpomikok [a; b] HA n wacTuH Toukamm x, . ¢ =(O. 7z). Ha
KOKHOMY 3 Bifpi3kiB Ax, =X, - X, BBa)KaTUMEMO, IO cuia crana i gopiBuioe f(E,),
x., <§,=x; (puc. 7.5).

Fis)

1



EnemenrapHa po6oTa CHIIM Ha Bifipisky Ax, Oyme A4, =f(E,) ‘Ax,. Po6ora A cunu F
Ha BIIPI3KY [a; b] 3HAWIETHCS TOI1 TaK:

4= fim 3fle ) ax,

max Ax,— 0 i<

n
Osnauenns. Cyma tamy J, f (E l.) "AX. Ha3UBAETBCS IHMESPAILHOIO CYMOIO.
i

OnepyBaTy MOHATTAM 1HTErPaIbHOI CYMHU JOBOJAUTHCS Y IPOLIECI PO3B’ 3Ky PIZHHUX
3ama4. B3arani iHTerpajiibHa cymMa MOK€ 3aJieXkaTH Bij] CIIOCO0Y po30OUTTS NpoMixkKa [a; D]
Ha YaCTUHU AX, , a TaKOX B1J BUOOPY HAa HUX TOYOK & ,-

Honamma eusnauenozo inmezpana

Hexait v =/ (¥) — nesika dyHKIis, 1110 3a7aHa HA NPOMIKKY [a; b]. Po3i6’eMo [a; b]

Ha 7 YaCTUH TOYKaMHU Xi, TaK L0
a =x, <Xx, <x, <.<Xx, |, <X, <.<Xx,_

X <x =bh.
n

O6uncmumo f(E,), ne x., <§, =x,. + =(72). Ax =x-x .

1

CkrazemMo iHTerpajibHy CyMy S, = f f (E [)Axl, )
i

[TozHaunmo * =maxAx,

OsHnauenns. SIKIIO ICHY€ CKIHYEHHA I'PaHULS IHTETPAIbHUX CyM S, mpu A— 0 1 He
3aJICKUTH Hi BIJ] CIIOCOOY po30UTTS [@; b] Ha yacTUHU AX, , HI BiJ BUOOPY TOUOK S, TO 1is
IpaHULl Ha3UBAETBHCS GUIHAYEHUM IHmMe2panom 6i0 @ynkyii S (X) na npomixcky [a; b] 1
MO3HAYAETHCS:

n b
llme(E i)Axi :_ff(x)dx, (1)
A0 i=l p
b
ne | — 3HaK BU3HAYCHOIO iHTErpana;
a
a, b — HIKHS Ta BEpXHS MEX1 IHTETpPyBaHHS;
flx) — migiaTerpanbHa QyHKIIS,
f(x) dx — miniHTerpanibHU BUpas3;
dx  — nudepeHuian 3MiHHOI IHTErpyBaHHSI.
b
3a 03HAYEHHSM, BU3HAYCHUH iHTEerpan [/ (X)dx — 4gucro, ske 3aIeKuTh BiJl THITY

a

dbyHkii /(*X) Ta IpoMIXKYy [a; b]; BIH HE 3aJEKUTH BiJl TOTO, KOO OYKBOIO TO3HAYEHA

b b
3MiHHa iHTeTpyBaHHsS: [f (xX)dx = [f(¥)dt.

b
O3nauenna. OyHKUis, g 9K0i Ha [a; b] icHye BU3HaueHmid iHTerpan [/ (x)dx
a

HA3UBAETHCS [HME2POGHOIO HA YbOMY NPOMINCK) .
Jlami Oyne rmoka3aHo, 110 HerepepBHi (QYHKINT — 1HTErpOBHI.

T'eomempuunutl 3micm 8usHaueHo20 inmeapana
b
Sxkmo S (x) =0, x<l[a; A1, t0 [f(x)dx pnopiBHIOE IUIONII BiAMOBIIHOI

a

KPUBOJIIHINHOT Tpanerttii (puc. 2).



Baacmueocmi euznauenozo inmezpana
I. SIkmio /(%) =c¢ =const 1o lifcdx =c «(b- a).
a
II. Cranuit MHO)KHUK MO’XHAa BHHOCHTH 3-1Ii]] 3HaKa BU3HAYCHOTO iHTErpaia, ToOTo
lifc - f(x)dx = -[]'f(x)dx.
a a
1. Sxmo /,(>x) Ta f5(x) interposHi Ha [a; b], TO
b b b
J(fl(x) + £,(x)) dx = /i (xD)dx =15 (x) dx.
a a a
[V. Slkmo y BU3Haue€HOMY 1HTErpaii MOMIHATH MICISIMU MEXI1 1HTErpyBaHHS, TO
b
IHTerpas 3MIHHTH JIMIIE CBill 3HAK HAa MPOTHIICKHUH, TOOTO [/ (X)dx =- j"f (xx)dx.
a b
V. Busnauenuit iHTerpan 3 OJHAKOBUMH MEXaMH IHTETPYBaHHS JOPIBHIOE HYIIIO
cif f(x)dx =0.
a

VI. fkmo /() — iaTerpoBHa B OyJIb-IKOMY 13 MPOMDXKKIB: [a; b], [a; c], [c; b], TO

[ GOdx = [ (Ddx + [£(x)dx.

VII. Skuro f(x) =0 1 igTerpoBHa i x~ < Le. A1, H = a. 10 bff(x)dx =>0.
VIII. Skmo /() , g(x) — interpoBHi Ta S (*) =g(x) mug x < L« ab], H = cz,
TO [j]'f(x)dx Z[]’g(x) dx.
) IX. Hkmoj’(x) — 1HTerpoBHa Ta ™ =<f(x) =M nmng x € la. H1. b>a, 10
m(b- a) Sli[f(x) dx <M ((b- a).

JloBeneHHs BUILIMBAE K HACIiAOK 13 BactuBocreit I ta VIII.
X. Teopema 7 (npo cepeoue).

SAxmo ¢ynkuis f(x) — mHenepeppHa aas X <la. b1, b >a, 70
3JHAHeThCAd TaKa TOYKa X =c € la, b, 10:

b

[f (x)dx = f(c) (b~ a) )

['eomeTpuyHMii 3MICT TEOpEeMH IMPO CEepeAHE TOJsIra€e B TOMY, IO ICHYE
NPSIMOKYTHHUK i3 cTopoHamu ./ (<).< & L[a. A1 T1a b — a, AKuil PIBHOBEIUKUN
KpUBOJIHIMHIA Tpaneuii a4Be 3a ymoBH, mo (QyHkuis J(x) =0 Tta HemepepBHa Ha
npomixkky [a; b] (puc. 4).




Teopema Hbrorona—JleiOnina. fxmo ¢yukuis f(x) — HemepepBHa ajs
x € las; b1, 10 BU3HAYEHUM iHTerpaa Bix (pyHkuii /(x) Ha npomixkky [<s &I
JAOPIBHIOE MPUPOCTY MepBicHOI QyHKIII /(X) HA HbOMY NIPOMIKKY, TOOTO

b
[f(®)dt =F(b)- F(a), ne F(x) =f(x). (3)

[TozHauuMo aif0 HOABIMHOI MIACTAHOBKU TaK: 4 (&> - £ (a> =7 o - TOOl 3B A30K

MK BUSHAYCHUM Ta HEBU3HAYCHUM iHTCPpaJIaMPI MOJKHA I104aTHu TaKOIO piBHiCTIO:

b

[/ (X)dx =F (D) - F(a) =F(x)

a
4
Hacnioox. JInsi oO4YMCIIEHHs BU3HAYEHOTO I1HTETpana JOCTaTHHO 3HAUTH OIHY 13

MEPBICHUX MAIHTETpATHHUX (DYHKITIH 1 BUKOHATH HAJ| HEIO TO/IBIIHY ITiICTAHOBKY.
In2 In2 In2

Hpuknan. 6[(e" ) erax = J‘(ex - 1l - 1) :%(e" 1) =

0

. (F(x) +O) ’ = [/ (x)dx)

a

b
a

a

5

:1[(5“2 I 1)5] - -q-17) =L,
5 5 5

Jlekuis 15

Tema: Habmukene 0OuMCIeHHS BU3HAYEHOT'O IHTErpasia
Meta: BUBUCHHS METO/IiB HAOIMHKEHOTO OOYHCIICHHS! BU3HAYEHOTO 1HTErpasa
MeToau: CIIOBECHUM, MPAKTUUHUIA

[lman:
1 CnocoOu 00unCIIeHHS BU3HAYEHOTO IHTEerpaJia.
2 dopmyIu PSIMOKYTHHUKIB.
3 dopmya Tparerii.
4 ®opmyina CimricoHa.

MarepianbHO-TeXHIUHE 3a0€3eueHHs Ta TMaaKkTH4yH1 3acoou, T3H:
KaJIbKYJISITOPH, TIAKaTH

Jliteparypa: Banyue .. Maremaruka 11t TeXHUKYMOB, 1990.-C.284-289.

Popmynu NpAMOKYTHUKIB i TpaneLuiil.



o a Sox, &1 X; S Koy b X
Man. 1
b
Hexaii Tpe6a oGumMCIMTH 3HAaueHHS Bu3HadeHoro imterpamy [/()ir | pe /G)
a
Jeska 3ajaHa Ha TIpoMikky ¢ 0| mHemepepsHa QyHkuis. IcHye GaraTo npuKmamiB

OOYMCIIEHHS TMOAIOHMX 1HTEerpaiiB, abo 3a JONMOMOrol TEpPBICHOI, SKIIO BOHA
BUPAXAETHCS B CKIHYEHOMY BUTJIAL, 200 5K — MIHYIOUM NIEPBICHY — 3@ JJOIIOMOT'OI0 Pi3HUX
OpuiioMiB, SK MpaBwio, WTy4yHUX. [lOTpiOHO BIAMITUTH, OJHAK, IO BCIM IUM
BUYEPITYEThCSA BY3bKHI KJIaC 1HTETpasliB; 3a HOr0 MeKaMu 3a3BHYail BAAIOTHCS O PI3HUX
METO/I1B HAOIMKEHOTO OOYUCIIEHHS.

B nmaniii poO0oTi MOXHA O3HAWOMHUTHCS 3 OCHOBHHUMH 13 IIUX METOIB, B SIKHX
HaOmKeHi (GOpMYJH JUIsl IHTETpalliB  CKIAMAIOTHCS MO0 JESIKOMY 4YHCIY 3Ha4yeHb
miiHTerpanbHol QyHKINI, O0YHCIeHUX Uil pany (3a3BuUYail piBHOBIIATIEHUX) 3HAYEHB
HE3aJIeKHOT 3MIHHO].

[lepmi opmymnu, sKi CIOAM BIAHOCSATBCS, MPOCTIIIE BCHOTO OTPUMYIOTHCA 13

b

reOMETPHYHHX MipKyBaHb. Buriaymauyroun BusHadenmii imrerpan |/ (1 )ir gk mroury
a

neskoi (irypu, sika obmexeHa kpusoro ' = /() mm i cTaBMMO mepex coGoro 3amauy
3HAXO/[KCHHSI L1€1 TUIOMII.

[lepmr 3a Bce, BApyre BUKOPHCTOBYIOUM Ty IYMKY, sIka TpHBEJIa Hac J0 CaMOro
MOHATTS PO BU3HAYEHUI 1HTErpaj, MOKHa po30uTH ycro ¢irypy (man. 1) Ha cmyrwy,

C e o b . .
OJIHI€1 1 TOHM K€ IIHPUHU A\" = , a4 IIOTIM KOXHY CMYTY HaOJIMHKEHO 3aMIHUTH

NPSIMOKYTHUKOM, 3a BUCOTY SIKOTO NMpHUiHATa Oyab-siKa 13 ioro opauHat. Lle npuBene Hac
10 hopMyIin:

' b -

[ :T[f(gh e+ ()],

;
ge fi S5 Siyy (=00 - 1) Tyr nrykaHa moiona KPUBOMIHIAHOT Girypy 3aMiHIOETBCS
IUIOLLEIO JESKOI CTYMIHYATOl (IrypH, sIKa CKIAJAETHCS 13 TPIMOKYTHHUKIB (200 %, MOXHA
CKa3aTH, 1110 BU3HAYEHUI IHTErpajl 3aMIHIOEThCS THTErpajgbHOK cyMo10). L HaOmmxeHa
dbopmya 1 Ha3UBAETHCA POPMYIIOIO MPSIMOKYTHHUKIB.



Pl

. . I . .
Ha npaktumi 3a3Buyail OepyTs & = =1, SKIIO BIINOBIOHY CEPEIHIO

opmusary [ (¢)=/(r..,;) mosHaumTy yepes !+, TO OpPMYyIIA HEPEIUILETHCS Y BUISL]

b
Jlf(x)dx :b-a(l'l/z+}‘3/3+...+J‘n_]/3). (1)

i '

Hanani, kaxyuu mipo hopMyity OpsIMOKYTHUKIB, MU OyJIeMO MaTH Ha yBa3i Kpa3 I[t0
bopmyiy.

['eoMeTpuyHi MipKyBaHHS IPUPOTHO MPUBOMASTH 1 10 IPYroi, HaOIMKeHo1 popmyiiu,
10 YacTO BUKOPHUCTOBYETHCSA. 3aMIHMBIIM JaHy KpPUBY BIIMCAaHOIO B HEI JIaMaHOIo, 3
BepmmHamMu y Toukax (10, ge 1= /() G =000 -1 Toxi mama kpusomimiiina
(irypa 3aMiHUTBCS 1HIIO), SIKA CKIIAJAETHCS 13 psALy Tpaneuiid (man2.). Skio, sk 1 paHimie
paxyBaTH, 10
poMixoK ¢ | po36uTHii Ha piBHI YAaCTHHK, TO IO IUX Tpamewii 6y1yTh

BRI IR NI b-a ), ty,
] ] o 1 i ]

o a x, X,

Ie Tak 3BaHa hopmyma Tpamnerii.

MoskHa moka3aTd, MO MPH 3pOCTaHHI ' 10 HECKIHUYEHHOCTI MOXuOKa (GopMyiu
MPSMOKYTHHUKIB 1 (pOpMyNM Tpamemiii HECKIHYEHHO 3MEHIIYEThCA. TakuM 4YUHOM, TMPHU
JOCTaTHBO BeMMKOMY ! 00uaBi mi (OpMynH BIATBOPIOIOTH IIIyKaHE 3HAYEHHS 3
JOBUIBHUM PIBHEM TOYHOCTI.

®opmyia CiMricona

Axmo ans KoXHOT nmapu BiApi3KiB [x:»x;..] moOynyBaT MHOTOWIEH IPYyroro CTYIEHS,
MOTIM PO IHTErpyBaTU HOro 1 CKOPUCTATHUCS BIACTUBICTIO aJUTUBHOCTI IHTErpana, TO
onepxkumo popmyiny CiMricoHa.

PosrnsiHeMo mimiHTerpanbHy QyHKI0O Jf(¥) Ha Biapi3Ky [¥o.Xo +24] | 3aminumo 110
MiIHTeTpaabHy (YHKIIIIO IHTEPHOJAMIRHUM MHOTOWIeH JlarpaHn)a apyroro CTyIeHs, 10
30irae 3 f(¥) y kpankax Xo.% =X, +h,x, =x, +2h;



_emx))(x - x,) f(xg) (- xg)(x - xp) f(x) | (x - xp)(x - x,) f(x,)
@(x) = + +
(xo = x)(xg = x;) (x; = x)(x; - x,) (x; = x0)(x, = x;)

[TpoinTerpyemo: @(x) :

P () (x - x)(x - X))

dx

- 2)62 _xzrf-(xo )(x - x )(x - x3) _ x}f-(xl ((x - x,)(x - x5)
J'f(x)dx = fqa(x)dx = 572 dx J 2 dx + e
[ _ 3 [Xo+2h _ > xo+2h _ 3 xo+2h _ 5 | X +2h
_ S | - X)) CEED e s x| 20(x - xy) .
242 3. 2 . h? 3 . 2 .
[ (x- x, )? xov2n h(x - x,)° Tor2h 4 5 5
L LG | [ RS _L B  ASGD  SGD] b
2h” o h’ 3 3 3 3

+4/(x) + f(x:)]
dopmyia:

x, +2h

[/ 70~ )+ 41y 4+ £, +26)

1 Ha3uBaeTbest popMyoro CiMIICOHA.

X3

Orpumane s iHTErpajia ffﬂ(x)dx 3HAYCHHS 30iraeTbCs i3 IUIOMIEIO

Xo
KPUBOJIIHIHHOT Tpamerlii, 00MEKEHO BiCCI0 X , MPSIMUMHU X =X,, X =X, 1 MapaboJIoro, 10
MPOXOJUTD Yepe3 TOUKH (Xo- /(X)) (X, f(x))), (x5, f(x,)).

Jlexmis 16

Tema: Jludepernuianbhi piBHsiHHS. OCHOBHI MOHSATTS Ta O3HAYEHHS.
3anaya Kouri. JludepeHuianbHi piBHSHHS NEPIIOTO TOPAIKY 3
B1JIOKPEMITIOBAJIbBHUMH 3MIHHUMU.

Meta: BuBueHHS OHATTS AUQEPEHITIATHHOTO PIBHSHHS, PO3B'I3aHHS
3amadi Ko, qudepeHiiiabHOro piBHSIHHS NEPIIOTo MOPSIKY 3
BIJTOKPEMITIOBAJIbHUMHU 3MIHHUMU PO3BUTOK JIOTTYHOTO MUCIICHHS, YBarH,
nam'siTi. BUXoBaHHS cTapaHHOCTI, BIAMOBIAaIBHOCTI.

Metoau: CioBecCHUM, HAOUHUM, TPAKTUIHUN

Ilnan:
1 3angayi, 110 MPUBOASATH 10 JU(DEPEHITIaTbHUX PIBHSIHB.
2 OcHOBHI NOHATTS Ta 03HayeHHs. 3anaya Komri. 'eomeTpuunuii 3mMicT
U epeHIiaTbHOTO PIBHSIHHS.
3 ludepenitianbHi pIBHSIHHS MEPIIOTO MOPSIKY 3
BIJIOKPEMITIOBAJIbBHUMHU 3MIHHUMU.

MarepianbHo-TexHiYHe 3a0e31e4eHHs Ta IMIAKTHYHI 3aco0u, T3H:



Kpecnsapcebke npunanns, iakaTu, KaIbKyJISTOPH

Jliteparypa:
Banyne .M. MaremaTtuka st TeXHuKyMoB, 1990, ¢ 311-327.
Hy6osuk B.I1., FOpuk I.I. Buma matemaruka.:K.-ACK,2001,c 421-430.

Teoperuuni BizomocTi
Tema: OcHOBHI MOHATTA Ta o3HaYeHHs. 3anada Komri. {udepenmianpHi
PIBHSIHHS TIEPIIOTO MOPSIKY 3 BITOKPEMITIOBAIbHUMU 3MIHHUMU.

[Tpn mocnimkeHH1 pI3HOMAHITHUX MPOLECIB Ta SBHUIL, IO MICTATH €JIEMEHTU PYXY,
YacTO KOPUCTYIOTHCS MAaTEMAaTHYHUMHU MOJEISIMH Y BUIJISAI PIBHSIHB, 10 SKHAX, KPIM
HE3JICKHUX BEJIMYMH 1 3aJIeKHHUX B1Jl HUX IIYKaHUX QYHKIIH, BXOIATH TAKOXK MOX1AHI BiJ
mykaHux  ¢yHkuid. Taki  piBHSHHS  Ha3uBawOTh  JudepeHIiadbHUMU  (T€pMiH
«audepeHuianbHe piBHAHHS BBeeHU y 1576 p. JlelOuHiuem).

Hudepeniianbue piBHIHHS HA3WBAETHCS 36UYAUHUM, SKIIO HEBiIOMa (DYHKIIS €
byHKITIE OJIHIET 3MIHHOI, 1 OugepenyianbHuM pPIBHAHHAM Y YACMUHHUX NOXIOHUX, SIKIIO
HeBiiomMa GyHKIIS € @QyHKIiero Oaratbox 3MiHHUX.  Hamami,  roBopsum mpo
mudepeHIliagbHl  pIBHSIHHS, MAaTUMEMO Ha YyBa3l JuIIe 3BUYAHI JgudepeHIiiaibHi
PIBHSIHHSI.

1. /lugpepenuianvni pisnanna nepuiozo nopaoKy

3acanvni nowamms ma o3HavenHs. 3adaua Kowi. ['eomempuunuti emicm
ougepenyianrbHo2o piGHAHHS.

JudepeHuianbHUM piBHAHHAM MEPIIOTO MOPSAKY HA3UBAETHCS PIBHSHHS BUILY

Fxyy) =0, (1)

sIKe 3B'sI3y€ HE3AJIEKHY 3MIHHY X, HEBIJIOMY QYHKIII0 y = ) (x) Ta il HOXiaHY )"

PiBusHH: (1) MOXe HE MICTUTH SIBHO X a00 y, ajie 000B'SI3KOBO Ma€ MICTUTH MOX1THY
' (y IpOTWIS)KHOMY BUIAJKy BOHO He OyJie nudepeHIiiaTbHUM PIBHSIHHSIM ).

Hudepenmiansie piBHsSHHS (1), HEpO3B'A3HE BIJHOCHO MOXITHOI )’ HA3WBAIOTh
HEsSBHUM Ju(epeHIliaIbHuM piBHIHHAM. SAKio piBHAHHS (1) MOXHa pO3B'sI3aTH BIAHOCHO
¥, TO HOro 3anKMCyIOTh Y BUIIISII

y'=1x ) 2)

1 HA3WBAIOTh PIBHSIHHSAM TIEPIIOTO MOPSAKY, PO3B'S3aHUM BITHOCHO TOXIIHOI, a00
PIBHSIHHSAM B HOpMaJibHINA opmi.

PiBHsiHHS (2) MOXHA 3aMUCcaTH 1Ie 1 Tak:

D —F(x,2) abo - S y)dx+dy =0

[ToMHOXUBIIIM OCTaHHE PIBHSHHSA Ha JAesky ¢yHkuito O (x, y)# 0, micraHemo

PIBHSIHHS MEPIIOTO MOPSAKY, 3anMucaHe B TudepeHItianbHii popmi:
P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0, 3)

ne P (x, y) 1 Q (x, y) — BinoMi ¢pyHkKiii. PiBHsiHHS (3) 3py4yHE THM, 1110 3MIiHHI X Ta
B HHOMY DPIBHOIIPaBHI, TOOTO KOXXHY 3 HUX MOKHA PO3MVISIIATU SIK (PYHKIIIO JPYTOi.
[Tpukinanu nudepenmiaapaux piBHIHL BUay (1), (2) 1 (3):

xy+y—1=0;, p=2x—y; (x — 3y)dx + xydy = 0.



3HaXO)KEHHSI HEBIIOMOI (YHKUIi, II0 BXOAUTh B JAe(epeHLIaIbHE pPIBHSAHHA,
Ha3MBaIOTh PO3B'sI3aHHAM a00 IHTErPYBAHHSAM LbOTO PIBHAHHSA. (SIKIIO HE BHUHUKATUME
HEMOPO3YMIiHb, 3aMICTh TEpMIHY «audepeHiiaIbHe PIBHSHHS 1HOI
BUKOPUCTOBYBAaTUMEMO TEPMIH «PIBHSIHHS».).

I'padix po3B'sa3ky audepeHIialbHOTO pIBHSHHSA HA3UBAETHCA  [HMESPAIbHONO
Kpugoio 1IbOTO PIBHIHHS.

BianoBige Ha 3anmuTa”HHSA TPO Te, 3a SKUX YMOB PIBHSHHS (2) Mae po3B'A30K, Ja€
taka Teopema Ko [26].

Teopema 1 (npo icuysanms i eounicmov poszs'sizky). Hexaii ¢ynxyin f (x, y) i ii
wacmunna noxiona J, (x, y) eusnaueni i nenepepeni y ¢iokpumiii obnacmi G niowunu Oxy
i mouka (xo; y9)€ G. Tooi icnye edunutl poss'szox y =% (x) piensauns (2), axuil
3a0080bHAE YMOBY

Y=y IpHU X = X9, moomo P (xy) = . (4)

[ TeopeMa J1ae 1OCTATHI YMOBH ICHYBaHHS €IMHOTO PO3B'A3KY PIBHSHHS (2).

y
['eomerpuuno Teopema Komri cTBepikye, MO Yepe3 KOXKHY
TOUKY (Xo; Vo) € G NPOXOIUTH €IWHA IHTETrpalibHA KpHUBA.
Axmo 3adikcyBatu Xy [ 3MIHIOBAaTH )y, HE BUXOISYH IPHU
npoMy 3 obmacti G, TO AiCTaBaTUMEMO pI3HI IHTETpaJIbHI
kpuBi. lle HaoyHO mokKasye, mo piBHSHHA (2) Mae Oe3miy
pi3HuX po3B's3kiB (puc. 8.1).

Puc. 8.1 YMoBy (4), 3rimHO 3 sKOWO pO3B'si3ok y=% (x) HalOyBae
Harepe]l 3aJjaHe 3HAuYeHHs )y B 3aJlaHiil TOYIll X, HA3UBalOTh
MIOYaTKOBOIO YMOBOIO PO3B'SI3KY 1 3alUCYIOTh TaK:

Yo

K

Y=, =Yo a00 Y (xg9) — 0. (5)
3amaua 3HaXOHKCHHS PO3B'A3KY PIBHSHHSA (2), IKHHA 3aJ0BOJILHSE IIOYATKOBY YMOBY
(5), HazuBaeTbcs 3aodauero Kowi. 3 morasgy reoMetpii po3B's3atu 3amady Ko — 1ie

O3HAYa€ BUJAUIUTU 3 MHOKMHHM IHTETpaIbHUX KPUBUX Ty, sIKa MPOXOJMUTH 4Yepe3 3aJlaHy
TOYKY (X0, Vo).

Touku muomuHM, B SKMX HE BUKOHYIOThCS yMOBU Teopemu Ko (Hampukian, f(x,
y) a6o . (X, ¥) 6 IUX TOUKAX PO3PHUBHI), HA3HBAIOTBCH 0coOUEUMY. Uepe3 KOKHY 3 TAKHX
TOYOK MPOXOAUTH KIJIbKA IHTETPAIbHUX KPUBHUX 200 HE MPOXOJAUTH JKOAHOI.

Po3B's130k AMQepeHIialbHOrO PIBHSAHHSA, B KOXHIM TOYIl $SKOTO MOPYLIYETHCS
YMOBA €IMHOCT1, HA3UBAIOTb 0COOIUBUM PO38'SA3KOM.

['padik 0ocoOGaMBOrO PO3B'A3KY HA3UBAIOTh 0CO0IUBON iHmMe2panibHoto Kpusor. 11106
3'sICyBaTH i1 reOMETPUYHUIN 3MICT, BBEJAEMO TTOHATTS OOBIIHOI.

Hexaii 3amaHo piBHSHHSA

D (x,y, C)=0, (6)

BusinsieTbesi, 1mo ocobiuBa 1HTErpajibHa KpUBa T€OMETPUYHO € OOBIAHOIO CiM'T
IHTErpaJbHUX KPUBHUX JU(PEPEHINAIBHOTO PIBHSHHSA, BU3HAYCHUX  HOr0  3arajibHUM
PO3B'SA3KOM.

Hexaii nmpaBa yactuHa qudepeHiiaabHoro piBHAHHA (2) 3a70BOJBHE B 00nacTi G
yMmoBH Teopemu Komri.

Oyukuis y =% (x, C), ska 3aJIeKUTh Bl apryMeHTY Xx 1 JOBUIbHOI ctanoi C,
HA3UBAETbCS 3a2AbHUM p0o38'sa3kom PIBHAHHS (2) B obnacTi G, SKIIO0 BOHA 3aJ0BOJIHHSIE
JIBI YMOBHU:



1) ¢ynkuis ¥ (x, C) € po3B'a3KOM piBHSAHHA NpHU Oynb-aKOMY 3HaueHH1 ctanoi C 3
JIESIKO1 MHOKHHH;

2) s JOBUIBHOT TOYKH (X, V)€ G MoHa 3HaWTH Take 3HayeHHS C=C,, 10
bynkuis y =9 (x,C,) 3a10BOJIbHSE TOYATKOBY YMOBY:

@ (X(), C,,) =)o.

Yacmunnum posze'szkom piBHSHHA (2) HasuBaeThess ¢yHKuia y=%¢ (x, C,), ska
YTBOPIOETHCS 13 3arajbHOIrO po3B's3ky y = @ (x, C) npu neBHOMY 3HaueHHI ctamoi C =
Co.

ko 3aranbHUN pO3B'SI30K AUQPEPEHINATBHOTO PIBHSHHS 3HAWIEHO B HESIBHOMY
BUTIISIML, TOOTO y BuUrisial piBHsHHS @ (x, y, C) = 0, To Takuii po3B'SI30K HA3UBAIOTh
3azanvHum inmezpaiom audepeniianpHoro piBHsSHHAS. PiBHICTE @ (X, ), C,) = 0 y 1bomMy
BUIIAJIKY HAa3UBAKOTh YACMUHHUM IHMESPATIOM PIBHAHHS.

2. IndepenuianbHi piIBHAHHA 3 BIIOKPEMJIIOBAHUMHU 3MiHHUMU
PiBHsIHHS BUY
V' =[P ). (7)
ne y(x) 1 ¥ (v) — 3aaaHi 1 HETIEpEPBHI Ha JCSIKOMY 1HTEpBaIl (PYHKIIIT, HA3UBAETHCS
ougepenyianrbHUM PiGHAHHAM 3 8I00KPEMAIOBAHUMU 3MIHHUMU.
[IpaBa wactuna piBHsAHHS (7) sBIs€ co00I0 JOOYTOK JBOX MHOXHHUKIB, KOXXEH 3
akux € ¢ynkmiero swmme onaHiei 3miHHOoI. Illo6 posB's3atu piBHsHHS (7), Tpeda

BIJIOKPEMUTH 3MIHHI. J[J1s1 HbOTO 3aMIHUMO )’ Ha d_J; MOAUTMMO OOU/IB1 YaCTUHU PIBHSIHHS

(7) Ta ¥ (y) (BBaxkaeMmo, mo ¥ (y) #0) 1 noMHOXKHMO Ha dx, To/1 piBHSHHS (7) 3aUIIETHCS

y BUTJISAIL
dy  _
D) =/ (x)dx (8)

Judepenuianbae piBHAHHS BUAY (8), B SKOMY MHOXHUK MpU dx € QPYHKIIEIO, sKa
3aJIeKUTh JIMILIE BIJ X, @ MHOXKHHUK TpU dy € (yHKII€0, sKa 3aJeXKUTh JUIIE Bif ),
Ha3UBAETHCS OuUpepenyiarbHUM PIGHAHHAM 3 8I0OKPEMACHUMU 3MIHHUMU.

Ockuibku piBHSHHS (8) MICTHTH TOTOKHO piBHI JudepeHiiany, TO BIAMOBIIHI
HEBU3HAYCHI IHTETPAIH BIAPIZHAIOTHCS MK COOOI0 Ha CTally BEJIMYUHY, TOOTO

J‘i =_ff(x)dx+C
»(»)
Takum ynHOM, piBHAHHS (7) pO3B'sI3aHO B KBajIpaTypax.
Hudepenuianbae piBHAHHSA (7) € OKPEMUM BUIIAJKOM PIBHSIHHS BUILY
S (@, (y)dx + £, ()@, (y)dy =0 9)

JIist BIMOKpEMJICHHSI 3MIHHHMX y I[bOMY pPIBHSHHI JOCHTH OOWABI HOTO YaCTHHHU
noauuTy Ha GyHKIiP0 ¥ (y) f> (x). 3ayBaxkuMo, 1m0 NpH TiJIeHHI 000X YaCTHUH PIBHSHHS
(7) Ha @ (y) MoxHa 3aryOuUTH JiedKi po3B'sa3ku. [ikicHo, skmo ¥ (yy)) =0, To cranay =y, €
pO3B'A3KOM DpiBHSAHHA (7), OCKUIBKA NEPETBOPIOE 1€ PIBHSAHHA B TOTOXHICTh. llei
PO3B'SI30K MOXKe OyTH K YACTUHHUM, TaK 1 OCOOJIUBUM.

AHasnoriyHe 3ayBakKeHHsI CTOCY€TbCsS KOpeHIB PyHKIINH ¥ ;(y) Ta f>(x) y pIBHSIHHI
9).

Ipuxnaou

1. Po3B's3atu  piBHSIHHS

(x +xy°) dx-(y + yx°) dy = 0.

OcKibKH 11€ PIBHSHHSI MOKHA 3aITUCATH Y BUTJISI



x(1+ y°)dx-y(1+x°)dy = 0,
TO BOHO € PIBHSHHSM 3 BIJIOKPEMJIIOBAHMMHM 3MIHHUMU. [loainmBum obuaBi oro
gactuam Ha (1 +x°) (1 +37°) #0, nicranemo piBHAHHS 3 BiIOKPEMIICHUMH 3MiHHUMH:
2xdx _ 2ydy
T dy =0 aGo =
l+x° 1+y

xzma
1+x 1+y

[HTErpyrour OCTAHHE PiBHAHHS, MAEMO
In(I+x*) = In(1 + y*) + In|C|, C #O. IloTeHuirO0OUM, JiCTAEMO 3araabHUil iHTErpa
3aJIaHOTO PIBHSHHS:
1+x?

~=C, C#0
1+y

2. Po3B'sizati  piBHSAHHS
(v’ +y°) dx + (x> —x’y) dy=0.
[lepeTBOpUMO JIBY 4YacCTHHY pPiBHSHHS:
V(x + Ddx + x*(1 —y)dy = 0.
[ToxinuBimy OOMABI YacTMHM LLOrO PiBHAHHA Ha (yHkmio x’y° #0, gicTaHeMo

PIBHSAHHS 3 BIJOKPEMIICHUMH 3MIHHUMHU

x+1 1-
—dx + ngZO
X y

IHTErpyIOUN sIK€, 3HAXOJIMMO 3araJilbHUi I1HTErpai

Prlaes 2 gy —c, cer,
X y

abo

1 1 1 1

f[+2 d + ﬂ' z]dy

X X y y
3BIJIKHA

In|x|- - L~ In|y|=C,

x oy
abo
1nH- XrY _c.
yIoxy
PosristHemMo Terep piBHAHHS
Y =flax+by+c), (10)
e a, b, c — 3amaHi yucna, 1 HOKa)XeMO, 110 3aMI1HOIO
u=ax+by + c (11)

piBHsHHS (10) 3BOAMTHCS 70 PIBHSIHHS 3 BiAOKpeMIIIOBaHUMHU 3MiHHUMU. CripaBii,

. .. ) d d .
nudepentioroun  piBHicTh (11) 1o X, gicTaHemo cTZ =a +b%, ToMy 3rigHOo 3 (10)

. du . .
MAEMO PIBHAHHA — - =d +bf (1), y skomy npu a+bf(u) #0 BITOKPEMITIOIOTHCS 3MIHHI:
_duw
a+bf(u)
[HTerpytoun 1e piBHSHHA 1 3aMIHIOIOYM U Ha ax + by + ¢, JicTaHeMO 3arajJbHU
iHTerpan piBHsaHHA (10).

du . ..
Axmo a + bf (x) =0, abo, 1m0 Te X came, e 0, TO, 3T1JTHO 3 PIBHICTIO

(11), piBusaus (10) Mmoke MaTH po3B's3ku ax + by + ¢ = C.



Jlexuis 17

Tema: Jliniiini 1 oAHOPIAHI AUdEpeHIialibHI PIBHSIHHS MEPIIOTO NOPSIKY
MeTta: BuBueHHs METO/IIB PO3B I3yBaHHS JIHIMHUX OJHOPIIHUX
nudepeHIiaTbHHUX PIBHIHB MEPIIOTO MOPSIAKY

MeToa: CIIOBECHUM , PAKTUYHUI

Ilnan
1 O3HaueHHS

2 Metonu bepnyimni 1 Jlarpanxa
3 PiBusnHsA . bepnymm

MarepianbHo-TexHIYHe 3a0e3eYeHHs Ta JTuAaKTHYHi 3aco0u, T3H:
00YMCIIIOBaJIbHA TEXHIKA

Jliteparypa
1 Ay6oBuk B.I1., FOpuk L.I. Buma maremaruka.-K.:ACK,2001.-C. 432-438.

1 O3HaveHHA

JudepeniianpHe piBHSIHHS TEPIIOTO MOPSIKY HA3UBAETHCS JIIHIMHUM, SKIIIO HOTO
MO>KHA 3aMHUCATH Yy BUTIISII

y'+p(x) -y =g(x), (2.11)

ne p(x) 1 a(x) — 3agani QyHKIIi, 30KpeMa — MOCTIiiHI.

Oco6musicts IP (2.11): mykana ¢pyukiis Y i1l moxigna ¥  BXOZATEH 10 piBHSIHHS
y HEPIIOMY CTEMEH1, 1 HE IEPEMHOXKYIOUU MK COOO0I0.

Poszrnsnemo nBa metonu interpyBanus P (2.11) — meron W bepuysuii 1 meton
Jlarpanxa.

2 Metoa U. bBepnyJui

Po3B's30k piBHaAHHSA (2.11) mykaerbea y Bual JOOYTKY JBOX 1HIITUX

¢yHKI1ii, TOOTO 32 IOTIOMOTOIO TICTAHOBKU Y =H V, Jie U =H(X) 1 V = V(X) — HEBIJIOMi
byHKIT BT X, MPUYOMY OJ[HA 3 HUX JOBUIbHA (aJI€ HE JOPIBHIOE HYJIIIO NIMCHO OYIb-IKYy

dynkwio y(x) MoxkHa 3anucatu sk »(x) =‘):(—i§) v(x) =vlx) v(x),
nevix) #0  Toni »'=u’v+v ' IlincraBnsroun ¥ ', YV y pisasaaas (2.11),
OZIEPIKYEMO: U V+u v'+ p(x) u v =g(x) abo
u veu (v (x) v) =g(x), (2.12)
[Tinbepemo GyHKII0 vV = V(X) Tak, 100 BUpa3 y AyKKaxX JAOPIBHIOBAB HYIIIO,
T06TO po3B'sKemMo JIP v+ p(x) v =0 Orxe, %HD(X) v =0, T00TO % =- p(x) -dx

InTerpyroun, onepxyemo:
1n|v| =- fp(x) -dx +1n|c| .

Yepes noBUIbHICTh BUOOPY (YHKIIIT V(X), MOKHA NPUHHATH ¢ = 1. 3BiAcH



v —e Jreoax

[TincraBnstoun 3HaMACHY QYHKINIO V Y piBHSHHS (2.12), onepKyemMO
" PO —g(x).  OTpUMaHO PiBHAHHSA 3 BiJOKPEMIIIOBAHMMH 3MiHHUMHU.

Po3B'sa3yemo itoro:
du - oo
dx

u

fp(x) dx

=g(x) , du =g(x) -e -dx ,

p(x)dx
J -dx +c

u = J‘g(x) -e

[ToBepTarouuck /10 3MIHHOI V' , OJEPKYEMO PO3B'A30K
- fp(x) dx

y=vu=(fa@x) el daxse) e (2.13)

BuxigHoro JIP (2.11).
Ipuxnaax 2.8. [IpoinTerpyBatu piBHIHHSA » +2xy =2x
Po3s's30k: [loknanemo y = uv. Toai u'v + uv' + 2xuv = 2x, Tto6T1O u'v+ u(u' +
2xv) = 2x. Cnoyatky po3B'sa3yeMO PIBHIHHS
v'+ 2xv =0:
d—z =2x -¢"? du :Px e dx Ju=e+c .

Tenep po3B'si3yeMo pIBHAHHS u - ™ +u -0 =2x TOOTO
du . .

E =2x -e‘z,du ZPx -e*? -dx U =2 +¢ .
OTKe, 3arabHUN PO3B'SI30K JAHOTO PIBHAHHS ¥ =u v =(e** +¢) e ™
TOOTO ¥ =1+c¢ e ™2, .

Meton Jlarpanka (MeTo Bapiallii JOBUIbHOI TOCTIHHOT)

PiBasiHHs (2.11) iHTErpy€eThCs y Takuit crocio.

Po3riusiHeMo BiAnoBiaHe piBHAHHS 0€3 NpaBoOi YaCTUHHU, TOOTO PiBHAHHA ¥ + p(X)y
= (. Bono HazuBaeThCs niHIHHUM oHOpiAHUM JIP nepiioro mopsaxy. ¥ 1nsoMy piBHSHHI

3MiHH1 B1JIOKPEMJITIOIOTHCS
d
7)/ =- p(x) -dx .1n|y| =- Ip(x) -dx =ln|cl|

- |p(x)dx
y‘ _ S

Taxum ynHOM, , TOOTO

1
y :j,le' fP(X)dx 5 T06T0 y :j,le' fp(X)dx a60y —c '6_ fp(x)dx , Hec :j.l

Meron Bapiariii JOBIJILHOT CTAJIOI MMOJISATAE Y TOMY, IO CTAIY C B OTPUMaHOMY
pO3B’ 53Ky 3aMiHsIeEMO (QYHKIIIEIO ¢(X), TOOTO ¢ = ¢(X). Po3B's130k piBHsaHHS (2.11)
IIYKA€EMO y BUTJIAI

¥y =c(x) e PI*" (2.14)
3HaX0IMMO MOXITHY (AJIs1 3pYYHOCTI 3aMKUCy KOPUCTYEMOCS MTO3HAYECHHSAM
e’ =exp(F(x)):
y =c(x)exp(- [p(x) -dx) +c(x)exp(- [p(x) -dx) (- p(x))

I[TixcraBasiemo 3HaueHHs Y u ¥y piBHaHHs (2.11):

c'(x)exp(- [p(x) -dx)- c(x) -p(x)exp(- [p(x) -dx+c(x) -p(x)exp(- [p(x) -dx) =g(x)
Hpyruii 1 TpeTiit 1oJaHKU B3a€MHO 3HUIYIOTHCS, 1 PIBHSHHS MPUIIME BUTIISI

c'(x)exp(- [p(x) -dx) =g(x) -

OTtxe,



de(x) =g(x)exp( [p(x) -dx) -dx
InTerpyroun, 3HaX0AMMO:
c(x) = [2(x) -exp( [p(x) -dx) -dx +c

[TixcTaBnsitoun Bupa3 ¢(x) y piBHICTE (2.14), oxepkumo 3araibHU po3B's30k JIP

(2.11):
v =| [2(x) -exp( [p(x) dx) dx+c| exp(- [p(x) -dx).

[Ipuponno, ta x Qopmyna Oyna orpuMaHa metogoM bepHymni (mopiBH. 3

(2.13)).

Hpuxkaanx 2.9. Po3s'szatu npukiiag 2.8 meroaom Jlarpanxa.

. , dy
Po3B's3anns: Po3s'asyemo piBHsSHHA ¥ + 2xv = (. Maemo — =-2-dx_a6o
y R%

-x2
y=c-e”

3aminseMo ¢ Ha ¢(X), TOOTO po3B'sa30k [IP ¥ + 2xy =2 X mykaemo y BHII

y =c(x) e . Maemo
v =c'(x) e +c(x) e (-2x),
Toni
c'(x) e - 2xc(x) e *? +2xc(x) e =2x 700TOC(X) "¢ =2x, 200 <(x) = Px e dx

,a00 c(x) =e™ +c .
Tomy y =(e™ +¢) -¢** aGo y =1+c - ** - 3araNbHUil PO3B'I30K JAHOTO PIBHAHHI.
3ayBaxkeHHs. PiBHsauns sugy (X -P(y) +Q(y) -y =R(Y), ne
P(y), Q(y), R(y) #0 — 3anaHi ¢pyHKII1, MOXKHA 3BECTH JI0 JIHIMHOTO, SKIIO X BBAXKATH
byHKITI€IO, a

X

: .. c_ 1
y — apryMeHToM: X = X(y). Toal, KOpUCTYIOUUCH PIBHICTIO Vx x] ,OJIEPKYEMO

x -P(y)+0(y)
=

=R(y),100TO NiH1MHE BIZHOCHO X piBHIHHS. M OTO pO3B'SA30K IIyKaEMO y

BUJIl X = UV, 1e U= u(y), v =v(y) — Bl HEB11IOMIi (yHKIIII.
Ipuxaan 2.10. 3HaiiTi 3araabHAN PO3B'SI30K PIBHAHHS (X + V) ¥y =1,
1

Po3B's30k: 3 orjsay o ¥ =—, BiJl BUXiZAHOIO PIBHAHHS IIEPEXOAUMO JI0
X
JTHIKHOTO PIBHSHHS X =X+
3acTocyeMo migctanoBKy X = uv. Toxi x =u’v+u ', OnepxyeMo: u v+u v =u v+y
,a00 u v+(v-v)+y,

; , dv
3Haxoaumo QyHKIi0 v:v - v =0 . =dy v =e .

3Hax0MUMO QYHKIIO u:u’-e” +u 0=y, TOOTO u =y -e>  abo u = [y -e " dy,

[HTerpyroun no 4acTuHax, 3HaXOAUMO: u =-y e’ - e’ +c, 3HAUUTD
3araJbHUM PO3B'SI30K JAHOTO PIBHSHHS:

x=u-v=(-y-e’-e’+c)e’ abox =-y-l+c-e’ ,
3 Piusinuda 5. bepuyai
PiBHsHHS BUlY
y+px) oy =g(x) "' n€ R,n#0,n# 1 (2.15)

Ha3uBa€ThCA piBHAHHAM bepuymni. [TokaxxeMo, 1110 HOro MoXHa MPUBECTHU /10
JIHIAHOTO.

Axio n=0, o IP (2.15) — miniiiHe, a mpu n=1 — 3 BIJOKPEMIIIOBAHUMH 3MIHHUMH.
VY 3araibHOMY BHUIMAJKY, PO3AUIUBIIU PIBHSHHS (2.15) HA " #0 | OJIepIKUMO:



Yy p(x) oy =g(x). (2.16)

z

- ., dz h . ) n
Mosnaunmo » ™" =z. Toni z'=_-=(-m ™" -»". 3sincn sHaxomummo y™" ' =—.

PipasinHs (2.16) npuiimae Bu

o, E Pz =g
-n

OcTaHHe pIBHSIHHSA € JIHIHHUM B1THOCHO Z. PO3B's130K #ioro Bijomuil. Takum 4MHOM,

n+l

MiJICTAHOBKA =z =y """ 3BOAUTH piBHSIHHSA (2.15) o miniitHoro. Ha mpaktui AP (2.15)
3pyuHiie mykatu MeroaoM M. bepuysm y Buai Y =% vV (He 3BOJsA4YU HOTO J0 JIHIMHOIO).

Jlexkuis 18

Tema Jliniiiai ogHOpiaHI AUdEpeHITIaTbHI PIBHSIHHS IPYTOro MOPSIKY 31 CTaTUMU
KoedirieHTaMu

Mera: BeecTu NOHATTS AM(EPEHIIAIBHUX PIBHAHb BUIIMX MOPSIKIB, PO3IISHYTH
QITOPUTM PO3B A3YBaHHS JIHIHHUX OJHOPIIHUX AU(PEPEHLIATBHUX PIBHSAHD JPYrOro
MOPSAKY 31 TAIUMH KoeDillieHTaMu

Metoa: CJIIOBECHUN , NPAKTUYHUI

ILinan
1 Jlinifini omHOpiAHI AudEpeHIliaibHl PIBHIHHSA JIPYroro MOPSAIKY 3i
CTIUMH KOe]iIl€EHTaMU

MarepianbHo-TexHiYHe 3a0e3MeYeHHs Ta TUAaKTH4HI 3aco0u, T3H:
O00YMCITIOBaJIbHA TEXHIKA

Jliteparypa
1 dy6oBuk B.I1., FOpuxk L.I. Buma maremaruka.-K.:ACK,2001.-C. 470-472

Jliniiini onnopiani JIP apyroro nopsiaky

Posrnssuemo niHiliHe opHopinHe mudepenuianbHe piBHIHHA (JIOP) npyroro
MOPSIKY:

y'+a(x)y +a,(x)y =0 (3.13)

1 BCTAHOBUMO JIESIKI BJIACTUBOCTI MOTO PO3B’SI3KIB .



Teopema 1. Axwo pynxyii v, =y,(x) i ¥, =y,(x) € yacmunnumu po3e'azkamu
pisHanns (3.13), mo po3e'sa3kom Yvb02o pieHAHHS € MAKOIIC PYHKYIA

y :CIyl(x) +Czy2(x) (314)
oe ¢, [ ¢, — 008LIbHI NOCMIUHI.

[TincraBuMo PyHKLiO ¥ =¢, ¥, +¢,¥, 11ii noxiaxi B niBy yactuny JIOJAPY(3.13).
OnepxyeMo

(e, +czy2)”+a1(x) (e +Czy2)’+a2(x) ey +¢,y,) =
:Clylﬂ"'czyz”"'al (x) '(Clylr +Czy£) +a,(x) (c,y, +c,p,) =

Cl(y1”+al(x) 'y1’+a2(x) 'y)+cz(y2”+a1(x)y2, +a,(x)y,) =¢, 0+c, -0 =0

ToMy 10 GyHKUIT »V, 1 > — po3B'a3Kku piBHAHHA (3.13) 1, BUXOIUTH, BUPA3 B
Jy>)KKaxX TOTO>KHO JIOPIBHIOIOTh HYJIIO.

Taxkum ynHOM, QYHKILISA ¥V =¢, ¥, +¢,¥, TAKOXK € PO3B'A3KOM
piBasiHHA (3.13).

3 meopemu 3.2, AK HACTIOOK, BUNIUBAE, U0 AKUO Vi I V> — PO3B'S3KU PIGHAHHS
(3.13), mo po3g'asku iio2co 6y0ymo makoxc GyHKyii ¥y =y, +y, i y =c -y,.

®ynkiris (3.14) MicTUTH Bi TOBUIBHI MOCTIHHI 1 € po3B'si3koM piBHSAHHA (3.13).
Ywu Moke BoHA OyTH 3arayibHUM PO3B'S3KOM piBHSIHHS (3.13)?

JIs BIAMOBIMI HA MUTAHHS BBEAEMO ITOHSTTS JIIHIMHOT 3a1€)KHOCTI 1 JIIHIHHOT
HE3IC)KHOCTI (PYHKITIMN.

Qyuxyii v, =y (x) i v, =y,(X) Hazusaomvca NiHIUHO HE3ANeHCHUMU HA
inmepeaini (a,;b), saxwo pienicmo

a,y, +a,y, =0

, (3.15)

de a,, a, €R guxonyemovcsa mooi i miioku mooi, koau 4, =a, =0,

SAxmo xoua 0 ogHe 3 yucenl @, abo @, BIAMIHHE Bl HYJIS 1 BAKOHY€ThCS
piBHICTB (3.15), To dyHKIIi », 1 ¥, Ha3UBAIOTHCS JIHINHO 3alIe)KHUMU Ha (a;b).

OueBuaHoO, MO QyHKIIT », 1 ¥, JIHINHO 3aJ€XKH1 TOJ1 1 TIIBKU TOJ1, KOJIU BOHU

e - . .. Y _
TpomopLiiiHi, To6TO uIst Beix x € (@, ) BUKOHYeThCS PiBHICTH o =4, abo
2

» =A, A =const
M

Hanpukian, pyukuii y, =3e* 1 y, =e" NiHIHHO 3aJeXKHI: y— =3 =const GyHKIIT
2

) . C el .o _3et . . . _
V. 1 3 =e* — JiHiitHO He3aJeXKHi: y—l = =3¢’ #const; hyHKii y, =sinx 1 ys; =cosx
2
€ MHINHO HEe3AJIC)KHUMU: PIBHICTD 4, Sinx +a, cosx =0 BUKOHYETHCA IS BCIX X € R JjiHIIIe
npu 4, =4, =0 (abo Ya =igx #const),
Vs
3aco60M BUBYEHHS JIHINHOI 3aJI€KHOCTI CUCTEMU (QYHKIIN € TaKk 3BaHUMN

BU3HAYHUK BpoHcbkoro ado BpoHcbkiaH (FO. BpoHCbKMA — MOJBCHKHI MATEMATHK).
st nBox mudepeniiioBanux GyHkIin v, =y, (x) 1 ¥, =»,(x) BpOHCKiaH Ma€ BUTJISI



W(x) = J’1, Y2

MatoTh MicCIie HACTYITHI TEOPEMHU.

Teopema 2. Axwo ougepenyiiiosani pyuxyii v,(x) i y,(x) ninitino 3anedxcHi Ha
(a,b) | mo eusnaunux Bponcwvkoeo Ha ybomy iHmepaani momosicHo OOpPiGHIOE HYIEEI.

Tomy ,imo gyHkIii », 1 ¥, JiHIAHO 3a]eXH]1, TO B piBHOCTI (3.15) 3HaueHHs «,

. . . ~ M — a
abo @, BimminHe Bix Hys. Hexait @, #0, Tomi 1 =- a—2y2 TOMY JUIst Oy Ib-SIKOTO
1
xe (a, b)
a
- a_zyz Y
W(x) = al =0
- _2)’2’ Y

Teopema 3. Axwo ynxyii ¥,(x) i y,(X) — niniino nesanedxicHi po3e'sasku
pisuanna (3.13) na (a.b) | mo eusnaunux Bponcvbkozo na yvomy inmepsani Hioe e
nepemeopioEmMvCsl 8 HYlb.

JloBEIEHHSI TEOPEMU OITYyCTHUMO.

3 Teopem 3.3 1 3.4 BUIITUBAE, IO BPOHCHKIAH HE JOPIBHIOE HYJIO B KOHIN TOYII
inrepany (@,5) Tozi i TiNBKY TOMI, KON YACTKH PO3B'SI3KIB JiHIHHO HE3aIEKHI.

CyKymHIiCTb OyIb-KHX JIBOX JIiHii{HO He3alexXHNX Ha inTepBani (a,b) yacTuHANX
po3B’s3KiB v, (X) 1 ¥, (x) JIOJAY mpyroro nopsiiky Bu3Hada€e GyHIaMEHTAIbHY CUCTEMY
PO3B’sA3KIB I[OTO PIBHSIHHA: Oyb-sIKHI JOBUIBHUI PO3B'SA30K MOXKE OyTH OTpUMaHUN
K KOMOIHALIA ¥ =a,y,(x) +a,,(xX).

IIpuxaan 1. YacTuHHI pO3B'A3KH ¥, =sinx | y, =cosx,y; =2sinx | y, =5cosx (ix
0e3miu!) piBHSIHHS V" +y = 0 YTBOPIOIOTh (yH/IAMEHTAJIbHY CUCTEMY PILLEHB; PO3B'SI3KU K
Ys =0 1 ys =c0Sx — He yTBOPIOIOTb.

Temnep Mo)kHa ckazaTu, MpH AKUX ymMmoBax ¢yHKIs (3.14) Oyae 3araibHUM
po3B'si3koM piBHsHHSA (3.13).

Teopema 3.5 (cmpyxkmypa 3a2anvroco po3s'sizox JIOHPy opyeoeco nopsoky).
Axwo 06a wacmunni po3e'azku ¥, =y,(x) i y, =y,(x) JIOHPy (3.13) ymeopamw na
inmepsania,b) ghynoamenmanvhy cucmemy, mo 3a2anoHuM po36'a3KoM Yb0o2o
DIiBHAHNS € (DYHKYIS

Y =y 6, (3.16)

oe ¢, I ¢, — Q0BLIbHI cmaJli.



Bignosinno 1o teopemu 3.2, dynkiis (3.16) € po3s's3kom piBHsiHHS (3.13).
3anumaeTbesi JOBECTH, 110 11€ PO3B'SI30K 3arajibHUM, TOOTO 110 3 HHOTO MOKHA
BUJIUTUTH €UHUN YaCTUHHUN PO3B'SI30K, 110 33JJ0BOJIbHSIE 33JJaHUM IMOYATKOBUM YMOBaM

Mo =203 1o =Y0 (3.17)

e x, € (a,b) .
[TincTaBuBmK mo4yatkoBi ymoBH (3.17) y po3B'sa30k (3.14), onep>XuMo cuctemy
PIBHSIHB
{YO =c, 11 (xy) +¢,¥,(x,),
Vo =€/ (%) + ¢, (x,),

ae Yo =y(%,),y, =y (x,), 3 HEBiZOMUMH <, 1 €, . BU3HAYHHUK
i€l CUCTEMH

Yi(xe)  >ya(xy)
ylr(xo) y2, (x4)

JOPIBHIOE 3HAYEHHIO BpoHCKiaHa W(X) mpu X =X, .

Tomy 110 po3B's130K Vi (x) U ¥,(x) yTBOPATh PyHAAMEHTAIBHY CUCTEMY
PO3B’S3KIB nala,b) i x, € (a;b) | 10, BiAMOBIAHO /10 teopemu 3.4, W(x,) #0_ Tomy
CUCTeMa PIBHSIHb Ma€ €MHUI PO3B'SI30K:
¢ =t =L 20

W(xy) [vo ¥2(x0)

=W(x,)

yi(x0) o
yll(xo) y(;

_ o _ 1

c, =Cc, =
’ ’ : W(x,)

Po3B's130K ¥ =/ y,(x) +¢3y,(X) € YACTHHHUM PO3B'I3KOM (€IUHUM, Y CHITY
TeopeMHu €AUHOCTI) piBHAHHS (3.13), 1110 3370BOJIBHSIOTH MOYaTKOBUM YMOBaM (3.17).
Teopema noBeaeHa.

Ipuxmaanx 2. Ha migcrai Teopemu 3.5 3araibHUM PO3B'A3KOM piBHSHHS ¥+ =0
(muB. mpukiian 3.4) € pyHKIis ¥ =c¢,sinx +c, cosx,

Jlekuis 19

Tema: Yucnosi psau. OCHOBHI MOHATTS Ta o3Ha4YeHHs. JlocTaTHi
03HaKHu 301KHOCT1 3HAKOIOJATHIX PSIiB.

Meta: BuBueHHsI OCHOBHUX MOHSTH T4 03HAYEHB TIPO YHUCIIOBI PSIH,
O3HaK 301KHOCTI YMCIIOBUX Psi/iiB. PO3BUTOK JOT1YHOTO MUCIICHHS, YBary,

nam'ati. BUXoBaHHs cTapaHHOCTI, BIAMOBITAILHOCTI.

Metoamn: CnoBecHUM, NPaKTUYHUMA



IL1an:
1 Yucnosi psau. OCHOBHI HOHSTTS Ta O3HAYEHHS.
2 Omnepartii Haja psIaMH.
3 JlocTaTHi 03HaKH 301KHOCTI 3HAKOJI0IaTHIX PSIIB.

MarepiajbHoO-TexXHIYHEe 320e3e4YeHHs Ta AUAAKTHYHI 3aco0u, T3H:
Kanbkynsropu

Jlitepartypa:
Banyne .M. MaremaTtuka jyisi TeXHUKYMOB, 1990, c. 396-419.
Hy6osuxk B.I1., FOpuk I.I. Buma matemaruka.:K.-ACK,2001,c 493-507.
TeopeTuuni BitomocTi
1. Yucaosi psaau

HQucnosum paoom HA3UBAETHCA BUPA3

0
U+ Uy U, R =D U, (
n=l 1)
Yucnma Uu;,U,,Uz,...,U,,... — 4JICHU UYHUCIOBOIO POy, U, — 3arajbHUN YJICH
pany.
CymMa n mepmmx 4YiICHIB psagy U +up +uz+..+u, =S,  HA3HBAETHCS n-10

YACMUHHOIO CYMOIO PAOY.
Ko iCHye CKIHYEHHA TpaHuls

lim S, =S,

n— o

(
2)

TO uncaoBuii psaf (1) HasUBAETHCS 36idcHUM, 8 YUCIO S HA3UBACTHCA CYMOIO PAOY
(1). Axmo rpanuns (2) He icHYE, TO psan (1) HasUBaETHCS po3oinchum. Takuii psia cymu He
Mae.

Pi3HHUIIIO MiXk CyMOIO psy S Ta Horo /-10 YaCTHHHOIO CYMOIO S, Ha3HBalOTh /-

M 3anumkom 301xkHOTO psmy (1). 3auinok psiay Mo3HAYaEThCs Yepes 7, :



T =S- Sn —Upy +un+2 t..
(
3)
Cymy § 306ixkHOrO0 psimy (1) MOKHA IPEACTABUTH Y BUTIISIIL:
S=8, +r, =(u; +uy +uy +...+u,) +(u,, +u,+..).

Hpukaax 1. CKopUCTaBIIMCH O3HAYEHHSIM CyMH YHCIIOBOTO PSAY, OOUHUCIUTH CyMY

pany

© 1 1 1 1 1
= + + + ...+ +...
Z(Zn-l)(2n+l) 13 35 5.7 (2n-1)(2n+1)

n=
Po3z6’azanns. TlocaigoBHO 3HAXOAMMO YaCTUHHI CyMH PAITY:

1

S| =uy; =—,
1 1 3
I 1 6 2
Sy =uy +uy =8 tuy =—+—=—=—,
S R TR E RN
2 1 15 3
S3 =up tuy tuy =5, tuy =—+—=—=—,
3 1 2 3 2 3 5 35 35 7
Sq =uy +uy +uy +uy =Sy +u —§+L—§—i
4 1 2 3 4 3 4 763 63 9 > et
3anuieMo MOCJTiTOBHICTh YaCTUHHUX CyM:
1 2 3 4
Sy ==, Sy ==, S3==, S4=—, .. BaranpHuil wWieH 1€l  MOCIiJIOBHOCTI
3 5 7 9
_n S =lim S, = lim — :nle:l
"l a O3HAYCHHAM, CyMa Py n— oo n—w2n+l n-ow 24t
n

1

OTxe, MOCHIIOBHICTh YaCTUHHHUX CYM MAa€ TPaHUIIO, fKa JOPIBHIOE 5 Taxkum

1
YHHOM, 3aJJaHui psafl 36iraeThes i oro cyma S 25.

Baacmueocmi _uucnosux paodis:
o0 o0
SIkmo pag > #» 30DKHUM 1 Woro cyma nopiBHIOE S, TO psag > Cun TAKOK
=1 n=l

1
) 36ikmmit i foro cyma gopisaoe NS (N =const). Skmo x pax > n
n=l

pos6iraetees i C #0, 1o pag 2 Cun TaKOK pO30Ira€Thes.
n=l

5 Ko uucnoBi psagu > un Ta D ve 30DKHI i Sy Ta S, — ixmwi cymm
n=l n=l

) BiZmOBiAHO, TO 30DKHI TAaKOK pAmH > Gn +v.) i iXHI CyMH TOPIBHIOIOTH Sy =S,
n=l

BIIIIOBIIHO.




Heooxiona ymoea 30ixcHocmi paoy.

limu, =0

n—

o0
Axio psia Z U, 30DKHUNA, TO
n=

Hocmammns ymoea po3oiyncnocmi paoy.

n— 0

o0
Skmo 1M u, #0 4 pan Z U, PO3OIKHUIA
n=

Hpukaan 2. Jlocaigutd Ha 30DKHICTH YHCIOBHH PSII

9 14 n>+5
6+—+—+..+——-+...

10 25 3n’-2

Po3zs’si3anns. OOUUCIUMO TPAHUITIO

1+ >
2 5
+
lim u, = lim 2> = lim — 2 =L 2.
n— oo n—o3pc -2 n—>oo3_l
1’12

HeobOxigna ymoBa 301KHOCTI HE BUKOHYETHCS, 3aIaHUM Psil pPO301KHUM.

y 3aysasrxcenna. SIxumo HeoOXiHa yMOBa BHKOHYETHCSl, TO BUCHOBOK IIPO
301KHICTh a00 PO3OLKHICTD PNy MIiNbKU HA OCHOBI Yb020 hakmy 3pOOUTH
He_MOJCHA.

Hpukaan 3. IlepeBipuTd, YU BHUKOHYEThCA HEOOXilHA YyMOBa 30DKHOCTI
YHCIIOBOTO

PIY 11741 91 7 Jon? +1

Po36’a3anns. O6uuCINMO TPAHUITIO

I 5
+5 Y 0
lim u, = lim ——>— =lim 22 =— =0,
n— oo n—o10n- +1 n—»oolo_l_i 10
2
n

TyT BUKOHYETBHCS HEOOX1/IHa YMOBA 301KHOCTI YMCIIOBOIO ps]ly, IPOTE€ BOHA HE €
JOCTaTHBOKO JUIsI TOro, 100 3pOOMTH BHCHOBOK IMpO 301KHICTH ab0 pO301KHICTH
JOCJTIKYBAHOTO PSIY.

IcHy10Th docmammni o3naxku 361KHOCTI, K1 TaIOTh MOXKJIUBICTh 3’ SICYBaTU TUTaHHS
PO TOBEIIHKY PSIY.




Osnaxa /lanamoepa.

Sxuo nus psiay 3 JOJAaTHUMHU wieHamMu Uy Uy, tus +.....+u, +... = Z u,

un+l

icHye rpamuus lim
n— oo un

=P, to: 1) mpm p<l psan  30ixcHull,

2) npu P>1 pan  posbixcuuil.

Ipu P =1 cnix 3acrocoByBaTH iHIIY O3HAKY.

i 3aysancenna. O3naky JlamamOepa IOIIIBHO 3aCTOCOBYBATH JIO PSIIB,
3arajabHl1 WIEHU SKUX MICTITh IOKa3HUKOB1 MHOKHUKH a00 (haKTOpiaiu.

Hpukaan 4. ocniautu Ha 301KHICTH Pl
4 9 16 (n+1)?
+ +— .+ ...

525 125 7 5
Po3zs’sizanna. 3actocyemo o3Haky [lamamOGepa.
+1)? +2)?
3a yMOBOI Maemo i, :u, el Zu.
Sl’l 5n+1
O0uncInMO
2 2 2 en 2
+ + + . +
;0=1im—u”+1 =lim ( +21) :(n D :1im—(n 2)” 5 5 =L m| 2 2| -
n—o Y, n— 5" 5" n—w 5" .5 (I’l +1) 5 ool n+1
2
1 1+2 1
=— -lim n =—1==—<1. 3a oz3”akow JlamamOepa mgaHui psjq
n— oo 1 5 5
1+—
n
301CHULL.

Hpukaan 5. Jocniautu Ha 301KHICTH Pl

4 4> 4 4"

—F—F—

I 20 3! n!
Pose’sa3anns. 3anuiieMo 7—i Ta (i’l+1)—ﬁ YJI€HU 3aJaHOr0 PSIAy

u, _59 n+l (I’l+1)'

3ayeasncenna. n!=1-2-..-n (Bwmarematumi «!»—3Hak dakropiany).
(n+D1=12 .. (n+1) =nt(n+1)



44 ) I L g

o =lim 2t —fim | .7 | =jim =" —im =
no ty oo (MDD 0| neo (e )14T nmoo glo(n+1) 4"
= lim (n+ =0<1 —3a o3maxoro Jlanambepa mamuii pam 36iowcHuil.
n— 0

Hpukaang 6. dochmiautu Ha 301KHICTH Pl
J74100 T B+l
Po3z¢’azannsa. OckinbKkdA Ui 3a1aHOTO PSAY
o 2n+1 2n+1
U, =———, Up+1 = = , TO
NPT \/3(n+1)+1 J3n+4

1

n+l | n 3+—

o =lim "+1—1 2 oAl 22 /3”+ =2 -lim |—2 =2>1.
n—o U, [3n+4 2" n—oo N 3n+4 n— 0 3+ﬂ

n
0 =2>1 —3a o3nakorwo Jlanambepa AaHuil psA  po3bidcHuil.

Otxe,

O3naka nopisuanna padie (rpaHuyvHa).

o0
Hexaii Z u, i Z Vv, —3Hakogonxarai pagu (u, >0, v, >0),
n= n=

SIKII0 1ICHY€ CKIHYE€HHA, BIJMIHHA B1J HYJISI TpaHUISA lim -+ =k , (k 70,
n—owoy
n

k #0), To nosedinka padie oomakosa: SKIWO OAWH 3 PAMB  30DKHMIA

(po30ikHMIT), TO 1 APYTUN psifl TakOXK 301KHUN (PO301xKHUMN).

3aysasicennn. ]Ins 3acTocyBaHHS 1i€i O3HAaKW 3aaHUA PsAJ CITYIITHO
NMOPIBHIOBATH 3  PsIOM, 30LKHICTH (YW PO301KHICTH) SKOTO  Bigoma

3a3/1aJIer10b.

| .

30kpeMa, Iie Taki psJIu:

J ceomempuyHnuil pao (cyma uneHig
npoepecii)

a+ag+aq® +..+aqg" ' +... ZZaq”'l
4)

HECKIHYEHHOI  2eoMempudHol



b TapMOHIYHHUIH psilt
I 1 1
1+—+—+...+—+...=Z— = po30idicHULL, (
2 n n= " 5)
° Y3a2anbHeHUIl 2apMOHIYHULL PO
o0
1+ 1,1 +ot—+. =) L (
2% 3¢ n g n” 6)

ca’e iee ide a>l;
Ol¢d’eieé ide 0<a<l.
Hpuknaan 7. Jocmigutn Ha 30DKHICTH PSJI
2 3 4 n+l
—t—+t—+.
5 26 83 3n” +2
Po3zs’si3anna.  3acTocyeMO 03HaKy TOPIBHSIHHS PsiiiB. 3amuiIeMo 3arajibHUi
n+l

u =———
" 3nd+2

YJIeH 3a/laHOTO psay . JAns mopiBHsSHHS oOepemMo psa 13 3arajlbHUM

1
WICHOM V, = (SKUil OTpHUMAIIH, 3QJMIIMBIIA B YHCCIBHUKY 1 3HAMCHHHKY BHpPa3y

2 3,2 1+—
k = lim %2 = lim ”3—”% :imwznm%:nm n_—
noov, oo\ 3pP 42 p? ) now 3pd 42 now3pd 42 mowgy 2
3
n

1

Ockinbku rpanuns k 25 ckinuenna 1 k #0, To psau BeayTh cebe OHAKOBO,

TOOTO 3amaHuil psin 30idcHULl, K 1 P, OOpaHUM ISl TOPIBHSHHS.

o Vn+1

Hpukaan 8. Jlocmiautn Ha 301KHICTH PSJI Z -—.
o on+l

Po3é’sazanna.  3anuimemo  3araJpHAM  4YiI€H 3a4aHOTO  PALY u

1 Jn

1
Jlnst mopiBHAHHS 00epeMo psiji 13 3arajJbHUM YIEHOM Vj =—\/— v, =— =—F
n \n



Psn Z Z —  po30idcHull  y3araJbHEHUN TapMOHIYHUM  PsI,

nzln
Vntl 1| A+l n

. 1 . u,
ockimpku o =—<1, O6uucimmo k =lim 2+ =lim — | =
2 nsov, n-ow| 3n+l \/; n—o 3n+l

Ny I’l+1 \/n +n \/1+7
=lim —— =lim ——

n— o (3n+ ) n—>oo(3n+ n— o

n
1

Ockinbku rpanung k =— ckimuenna i k #0, To paau BexyTh cebe OIHAKOBO,

TOOTO 3adaHuM PN po3OidicHuli, K 1 psAl, oOpaHUM IJIsi TOPIBHSIHHS.

Jlexuis 20

Tema: 3Hako3MiHHI psiid, QYHKIIOHATIBHI PSAU
Meta: BuBuntit 0coOMMBOCTI JOCHIHKEHHS H 301’KHICTh 3HAKO3MIHHUX 1

(GyHKLIOHATBHUX PAIB
MeToa: CIIOBECHUM , NPAKTUYHUI

Ilnan
1 3Hako3MiHHI pPsAIU

2 OyHKITIOHATIBHI PN

MarepianbHo-TexHiYHe 3a0e3MeYeHHs Ta TUAaKTH4HI 3aco0u, T3H:
Oo0YMCITIOBaJIbHA TEXHIKA

Jliteparypa
1 dy6oBuk B.I1., FOpuxk L.I. Buma maremaruka.-K.: ACK,2001.-C. 508-512

1. 3nako3minni psiau. O3naka JleiOnina
3unakonouepzoeum psadom Ha3UBAETHCS Pl BUTIISILY



n+l

-y 4+ DM +...:i'(— D u, (1)

u, - u, tu,

ne u, >0 s n€N (ToOTO psj, TOJATHI 1 BiJ’€MHI YWICHH, SKOTO CTOSITh OJMH 32 OJHHUM I10
qep3i).
JlocTaTHs 03HaKa 301KHOCTI
Teopema.l (o3naxa Jleiioniua). 3naxonouepeosuii pso (.1) 3o6icacmovcs, AKwWo:
1 Ilocnioosuicms abCoOMOMHUX BeNUYUH UYNeHi8 P10y MOHOMOHHO CHAOAE, MoOmMo
U >u,>u,>...>2u, >...;
2 3acanvuuil unen psaody npamye 00 HYA: h}{.}“ =0. Tpu yvomy cyma S psaoy (3.1)
3A0080/IbHAE HEPIBHOCMAM
0<S<uy, (2).

3ayeasricennsn:
1. DocaimkeHHs! 3HaKOMOYEProBOTO PSY BUTIISILY
U tu, - u U, - (3)

(3 BiI’€MHUM TEPIIUM YJIEHOM) 3BOJUTHCS MUISTXOM MHOXEHHS BCIX Horo ujeHiB Ha (-1) 1o
nociipkeHHs psay (1).

2. CuiBBigHOIIEHHS (.2) JA03BOJISIE OTPUMATH MPOCTY 1 3pYUYHY OIIIHKY MOMUJIKH, SIKY MU
JIOMYCKAEMO, 3aMIiHIOIOUM CyMy S JaHOTO PSAy MOT0 YacTUHHOI Cymor S,. BiakuHyTH# psin
(octaua) € Takox 3HakomoueproBuM psmom (- U™ (u,, - u,, +..), cyma skoro mo mMomymo MeHmIa

NEpIIOro WieHa IbOro psay, Todto S, <u,,. ToMy TNOMHIKa MEHIIA MOAYJS MEPIIOro 3
BIJIKHHYTHUX YJICHIB.

n-1 1

n

Ipuxaag 1. OOuucnuTy NpUOIU3HO CyMy psy i_' (- 1)

. . 1 1 .
BiH 30iraerbcsa. MoxxHa 3anucaru:; 1- o7 +3—3- ..=S. 3amiguBIa S Ha
1 1 1 1 1 1 1
Ss =1- —+ + 3 + + ~0,7834,
2

3B 4455 427 256 3125
1 1

66 46656

3pOOMMO TTOMUJIKY, MEHIITY, HikK <0,00003. Orxe, S ~0,7834. o

2 3HaKO03MiHHI paau.
3HAKOMOUYEProBUil Psjl € OKPEMUM BMIIAJKOM 3HAKO3MIHHOTO psay. Unciosuit pag > ¢, 110
n=l

MICTUTh HECKIHYEHHY MHOXUHY JOJATHIX 1 HECKIHUEHHY MHOKHMHY Bl €MHHX YJI€HIB, HA3UBAETHCS
3HAKO3MIHHUMU.

JJist 3HAaKO3MIHHUX PSAJIIB MAa€ MICII€ HaCTyITHA 3arajibHa JOCTaTHS O3HaKa 301)KHOCTI.

Teopema 14.3.2. Hexati oanuii 3HaKO3MIiHHUL psi0 U, tu, *...+u, +... (3.4)

Axwo 30icacmucs pso o, | + e |+ o, [+ (3.5)

CKIAO0eHUll 3 MOOYII8 UleHI8 OaH020 POy, MO 30iea€MbCsl | cam 3HAKO3IMIHHUL Ps0(4).
°

3. AGcomoTHa 1 yMOBHA 301KHOCTI 3HAKO3MIHHUX PSI/IIB PSIJIIB.

3HAKO3MIHHMM PsJT HA3UBAETHCS MUM, WO QOCOIOMHO 30i2a€mbcs, SIKIO PSI,
CKJIaJICHUH 3 MOJTyJIIB MOTO YJICHIB, 301ra€ThCsl.

3HAKO3MIHHHM Psifi HAa3UBAETHCS MUM, WO YMOGHO 30icacmupca, SKIO caM  BiH

301raeTbesi, a psiji, CKIAJICHUHN 3 MOJTYJIIB HOTO YIEHIB, PO301>KHUM.
n+l

. .. & 1

Hpukaan 2. Jocmigury 36ixHicTs psigy X (- 1) —

n=

n



o Ile 3HakomoyeproBuil psina 30iraetbcs. OgHAK psijl, CKIAJEHUN 3 MOAYJIB WIEHIB JITaHOTO

psny, LU D ¥ 1 pos6ixuuii (rapmoHiiiuuii psan)..
4 n= N
3 Pan P CR i L aOCOJIFOTHO 301ra€ThCsl, OCKUIBKU PsiJl, CKIIAJICHUH 3 MOJYJIB HOro
n= .

YJICHIB, 301raeThCs

Psinu, mo abcomoTHO 30iratoThes, 10AAI0ThCS, BIAHIMAIOTHCS, TIEPEMHOXYIOTHCS SIK 3BUYAITHI
psiau. CyMu TakuXx psijiiB HE 3aJieKaTh BiJl MOPSAIKY 3aIHUCY WICHIB.

Tomy aii HaA psaaMu HE MO>KHA BUKOHYBATH, HE MIEPEKOHABIINCH B X a0COJIOTHIN 301)KHOCTI.

JUis  BCcTaHOBJEHHS a0OCONIOTHOI 301KHOCTI BHUKOPHUCTOBYIOTH BCl O3HAKM 301)KHOCTI
3HAKOMO3UTUBHUX PAJIIB, 3aMIHIOIOYH YCIOJIU 3arajJbHUN WIEH Py WOro MOAYJIEM.

2 OyHKIiOHAJBHI pAaAU

Psin, unenamu sikoro € QyHKIIT Bi X, HA3UBAETHCSA PYHKUIOHATbHUM:

i'un(x) =u1(x,)+u2(x)+---+u”(x)+... 4.1).

HaHaI'OLIH X IICBHC 3HAYCHHA Xy, MU OACPIKHUMO YHCJIOBUMN paa
u, (x,) +a, )+ () +

SKmo oxepKaHUM YUCIOBUM sl CXOAUTHCSA, TO TOUKA X9 HA3UBAETHCS MOUYKOIO 301)iCHOCHI
paody (4.1); SAKIIO K P PO3XOTUTHCS — MOUKOI PO30IHCHOCHI YYHKUIOHATIbHO20 PAOY.
CyKynHICTh YHCJIOBHX 3HAY€Hb apryMeHTy X, MpU SKUX (DYHKIIOHATBHUNA PpAJ CXOIUTHCS,
HA3UBAETHCS HOTO 001acmio 36ixncnocmi. B 06macti 301KHOCTI PYHKIIOHAIBHOTO PsiIy HOTO cyma €
nesKoro PyHKIli€eo Bi x: S =S(x) . BusHauaeTscst BOHa B 001aCTi 301KHOCTI PIBHICTIO

S(x) =tim S, (x), #€ § (3) =y (x) +1,(x) +---+u (x) - HACTKOBA Cyma psizy.

n— o

Mpukaan 1. 3Haiitu 061acTh 36ixkHOCTI pagy > X" .

n=0
O Jlanuii psifi € psIOM reOMETPUYHOT Mporpecii 31 3HaueHHsIM g =x. OTxKe, el psJi CXOTUTHCS
1

1 :S(X):i'xn =——, [IpH x| <1, @
- X n=0 1')(

npu x| <1, To6T0 mpr Beix x € (- L;1); cyma psiay piBHa

CreneHeBUit psij

cmenenesuil paod pAll, WICHAMHU SKOTO € CTEMEeHEeB1 PYHKIIIT apryMEHTy X,:
dax"=a,+ax+a,x’ +---+ax" +- (4.3)
n=0

JliiicH1 (200 KOMIUIEKCH1) YUClIa &y>4,,a;,---,4,,--. HA3UBAIOTHCS Koeiyienmamu pady (4.3)
X € R - miiicHa 3MIHHA.

3'1cyeMO MUTaHHA MPO 301KHICTH cTeneHeBoro psaxy (4.3). O6nactb 301KHOCTI CTENEHEBOTO
psay (4.3) micTuTh npuHAMHI 0JIHY TOUKy X = 0 (psig (4.4) CXOOUTHCA B TOYLI X = X)).

Teopema 14.5.1 (Aodens). Axwo cmenenesuii psio (4.3) cxooumvcs npu * =x, 70, mo 6in
abCoONOMHO CXOOUMbCSL NPU BCIX 3HAYEHHAX X, U0 3A0080IbHAIOMb HEPIGHOC

ylxl < x.

Hacniook 14.5.1. Hxwo psao (4.3) pozxooumsbcs npu X = Xx;, Mo 6iH po3X00UmsvCs i Npu 8CIx X,
W0 3a00601bHAIOMb Hepisnocmi |X| > |x|.

[aTepBat 1 paaiyc 301)KHOCTI CTETIEHEBOTO PSITY

3 teopemu AOens BUXOIUTH, MO SAKIO X, #0 € Touka 301KHOCTI CTEIIEHEBOTO Sy, TO
1HTEepBaJ (- %, x0|) BECh CKJIAJAETHCA 3 TOUOK 301KHOCTI JJAHOTO PSY; P BCIX 3HAUCHHSIX X 11032
UM 1HTepBaly psf (4.3) pO3XOIUTHCS.

>




pAd pAcKOaMTCA _ |xu| o) |x-:-| pAd packogMTcA

Puc .2

[arepBan (- HA3UBAKOTh [HMEPEANOM 30idcHoCmi cmenenegozo paody. [loknapmu,

mo |%| =R, inTepBan 361HOCTI MOXKHA 3aIMCATH Yy BUIIAI (- R;R). Yucno R Ha3suBaroThH
paoiycom 30ixcHocmi cmenenesozo psady, To0To

1
R AHasorigdo, o3Hakoro Korri =
hm .
|, limy/|a,
n— o0
3ayearicennsn:
. an +1 J— (X
SIkmo l}g}l . =0, To MOXHa TIEpEKOHATHCS, 110 psiJ (4.3) aOCOMIOTHO CXOAUTHCS HA BCIH

4yuCJIOBiM oci. B boMy Bunajky R =o.

n+1

SAxmo lim =oo, 1o R=0 . [HTepBan 301’%KHOCTI CTENEHEeBOrOo psiay (4.4), IO LIYKAETHCS

n— oo a

3 HEPIBHOCTI |X - X,| < R; Mae BUIJIAN (x,- Rix, +R).

Sk110 cTeneHeBuil pssl MICTUTh HE BCI CTEIEH1 X, TOOTO 3aJaHU HEIIOBHUM CTETICHEBUM P,
TO 1HTEpBaJ 301KHOCTI psiy 3HAXOAATh 0€3 BU3HAUEHHs pajiycy 301xHocTI (popmynu (5.1) 1 (5.2)),
a 0e3nocepeIHbO 3aCTOCOBYIOUM 03HaKy JlamamOepa (abo Kori) mist psiay, CKIaaeHOTo 3 MOAYJIIB
YJICHIB IaHOTO PSAY.

n

“ . . — X
Mpuxaan 1. 3uaiiti 061acTh 30DKHOCTI paxy >, —
n=0 F!

o Ckopucrtaemocs popmyioro (5.1):
1

1 o (m+1

R =]im —'i’ =11m—n, =lim (7 +1) =co_Omxe, naHui psg aOCOTIOTHO CXOIUTHCS Ha
(n+1)
BCIM YMCIIOBIi OCl. ®
3 5 7 2n-1
X X el X
Ipukaana 2. 3HaiiTi 00;1aCTh 301)KHOCTI PATY X - ERr 7 +ee (- o1’

o 3aganuit psag HenmoBHUM. CKOPUCTABIIMCH O03HaKow JlasambOepa i JaHOTO Py, MAaeEMO:

| 2n—l| | 2n+1 1. u . _1. | 2n+l| (Zn— 1) _|x | 20 -1 _ .
ol = pe Pl =55 M, A 2n+1) lim7 —
Psin aGcomtoTHO cxomuthes, Ko x; < 1 abo -1 < x < 1. JlocaizmeMo MOBEIIHKY psAIy Ha
. . . . 1 1 1 .

KIHISIX 1HTepBaly 301kHOCTI. [Ipn x = -1 maemo psg - 1+ 37 5% 7, AKUH CXOJIUTECS 32 O3HAKOHO
o - 1 1 1 o NP
Jleiionina. Ilpu x = 1 maemo psig +1- 3+5 7 7% - HeH pAL TEK CXOMMTHCS 32 03HAKOKO JleitOnima.
OTtxe, 065acTIO 301)KHOCTI OYATKOBOTO PSIAY € Bipi3ok [-1;1]. @

x+2
Ipukaan 3. 3naiiTu 06s1acTh 301KHOCTI Py Z ( 2”)]

o 3HaieMo paaiyc 301KHOCTI Py 3a (1)0pMyJ10}0 (5.1):



. (¥ 2"
=lm——=—=

n .271-1 2.
n— oo

I D S S
R _I}El|n 2" (n+1) 2"

Otxe, pan cxoautbes npu -2 < x + 2 < 2, To0to npu -4 < x < 0. IIpu x = - 4 maemo pan

z (- 2)" z 1 .
P T =23 (- 1)"—, sAkuil cXomuThcs 3a o3Hakor Jleibwima. Ilpu x = 0 MaemMo psd, IO
n= . = n
© 2" © 1
PO3XOIUTLCH >, ——— =2 —.
n=a N '2 n=a N

OT1xe, 0651acTIO 301KHOCT1 OYATKOBOTO Py € MiBB1API30K [- 4;0)

Jeknis 21

Tema: Bunaakosi nmojii. IMoBipHICTh BumaakoBoi moxaii. Omnepartii Haja
[IOI1SIMUA

MeTa: BUBUCHHS TIOHATH BUTIAKOBOT BEJTMYMHH, IMOBIPHICTh
BUITQ/IKOBO1 BEJIMUYUHH, IEPECTAHOBKH, PO3MIIIICHHS, KOMOIHAITIT; oriepariii aiif
HaJ MOJissMH. PO3BUTOK JIOTIYHOT'O MUCJICHHS, YBarH, IaM sTi, YSBJICHHSI.

Metoau: CnoBecHUN, TPAKTUYHUN

Ilnan:
1 Bunaaxosi momii.
2 Buau BunajaKoBux IMOI1H.
3 IMOBIpHICTh BUMAJAKOBOI MO/Ii.
4 Omnepauii Haja NOAIl: IMOBIPHICTh CYyMH, IMOBIPHICTb T00YTKY.

MarepiajibHO-TeXHiYHEe 3a0e3NeYeHHsl Ta AMAaKTH4HI 3acoou, T3H:
OO0uncioBaiIbHa TEXHIKA

Jliteparypa:
Banyue U.1., Junuryn I'.JI. MaremaTtuka miia texaHukyMoB. -M.: Hayka, 1990.-
C. 370-379.
Teopernuni BizomMocrTi:
Tema: Bunaakosi nojii. IMOBipHICTh BUmaakoBoi noaii. Onepartiii Haa moaissMu

Teopis iiMOBIpHOCTEH K caMOCTiiHa Hayka BUHUKIA B cepeaudi XVII cromitrs.
Toni Oynu ay’ke MOIIMPEH1 a3apTHI IrpH, TOOTO IrpH, B AKUX PE3yIbTaT 3aJICKUThH JIUIIIC
BiJl BUNaJIKy. Jlo TakuX irop HajaeXarthb irpu 3 KyOUKaMHu, rpa B «OPJISIHKY», JA€sIKI KapTOYHI
irpu. b. Ilackanp 1 I1. ®epma B nucTyBaHHI 3 MPUBOJY 3ajady, SIKI BUHUKJIH B 3B'SI3KY 3
a3apTHUMU Irpamu, 3alpOBAJAWIN TOHATTA WMOBIpHOCTI. {51 po3B's3aHHS Takux 3aaad
ICHYIOUMH TOZA1 MaTeMaTHYHUNA amapaT BUSBUBCSA HEJOCTAaTHIM, 1 OyJIO 3aKjiaieHO OCHOBU



HOBOI Hayku. HuHI Teopiss KIMOBIPHOCTEN MIMPOKO 3aCTOCOBYETHCS B (Pi3HIll 1 B O10J10T1i, y
TEXHIL1, B PI3HUX rajgy3sx HApOJHOTO rOCIOIapCTBA.

[IepBiCHUM MOHATTAM TEOPii UMOBIPHOCTI € MOHATTS MOJII.

[logis — 1e sBUINE, PO SIKE MOXHA CKa3aTH, 10 BOHO BiJOYBAa€ThCS YU HE
BiIOYBA€ThCS 3a MEBHUX yMOB. Ilojii MO3HAYarOThCS BEIMKUMU OyKBaMH JIATHHCHKOTO
andasity: A, B, C.. Dbyap-ska mojais BiAOYBa€TbCAd BHACHIIOK BUIPOOYBaHHS
(EKCIIepUMEHTY, TOCTIAY).

BunpoOyBanHs — 11€ YMOBH, B pe3yJbTaTl SIKUX BIIOYBAEThCS (UM HE BIIOYBAETHCH)
TOTisl.

Hamnpuknan, BunpoOyBaHHS — MIJKUAAHHS MOHETH, OJii: A — «mosBa repba», B
— «mosiBa uQpr»; BUMPOOYBaHHS — MIIKUIAHHS KyOuKa, mojii: A — «mosiBa 1 oukay,
B — «mosBa 2 ouok», C — «mosgBa 3 04ok», D — «mosiBa 4 o4ok», E — «mosiBa 5 o4ok»,G
— «mosiBa 6 0YOK».

Bunaokoeoro noziero Ha3uBaeThbCs MOAISA, sIka MOKE BiOyTHCs abo He BiAOyTHCS
M1J1 9ac 3/[1ICHEHHS MEBHOTO BUMPOOYBaHHSI.

Hampuknaa: mig yac BUTATYBaHHS HaBMaHHS OJHIE€T KapTH 3 KOJIOJU BU B3SUIH
kopoJist. [Tomist A — «B34TO KOPOJIS» € BUITAIKOBOIO.

Bumnankosi nojiii MOxyTh OyTH MaCOBUMU Ta OJJUHUYHUMHU.

MacoBrMHU Ha3UBaIOTh OJHOPIAHI MO, IO CIIOCTEPITalOThCS 3a TIEBHUX YMOB, SIKi
MOXXYTbh OyTH BiATBOpEH1 (MOKHA CIIOCTEPIraT) HEOOMEKEHY KIJTbKICTh pasiB.

Hampuknaz, BiydeHHs a00 mpomax B cepii MOCTPUTIB; MOsiBa OpaKOBaHHUX JETajeu
P CEPIMHOMY BHUITYCKY; PaJIlOAKTUBHUHN PO3IaJl aTOMIB PEYOBHH 1 T. .

[TpuknagoM OAMHUYHOI BUITAIKOBOI MOJIT € maiiHAs TyHTYCHKOTO METEOPHUTA.

Teopis IMOBIpHOCTEH BUBYAE JIUIIIE MACOBI BUITAIKOB1 BEJIMUMHH.

Bipozionoio Ha3zuBaeTbcs MOAIS, KA BHACIIJIOK JAHOTO BUIIPOOYBaHHS 00OB'SI3KOBO
BIJIOYI€THCA.

Hampuknan, momis A — «mosiBa Ha OAHIM 13 TrpaHed TIpajbHOro KyOHuKa
HATYpaJbHOTO YKCJIa, MEHIIOTO 32 7» — € BIPOT1JHOIO.

Hemooicnueor Ha3uBaeTbCs TaKa IMOJIS, sSKa BHACTIJIOK JaHOTO BUIPOOYBaHHS HE
MOX€e BiJIOyTHUCH.

Hanpuknan, nmoais A — «mosiBa Ha OAHIHN 13 TpaHel rpabHOTO KyOuKa 1udpu 7».

Bukonanus Bnpas

IloBHa rpyma moxiii, NMONMAPHO HeCyMiCHi TmOAil, PIBHOMOXKJMBI MOii,
eJieMeHTapHI Noil.

Ilosrnoro epynoro oI HA3UBAETHCSI MHOYKHMHA MO/ TaKUX, M0 B PE3yJIbTaTI
KO’KHOTO BUIIPOOYBaHHS 000B'3KOBO MOBMHHA BiAOYTHCS X04a O OfHA 13 HUX.

Ilonapno necymicui ol — 1€ MO/I1, AB1 3 SIKUX HE MOXYTh B1JIOYBAaTHUCS Pa30OM.

Hanpuknaa, nonagaHHs 1 mpomMax Mpu OJHOMY MOCTPLIl — 1€ JIB1 HECYMICHI MO/,
nosia uudp 1, 2, 3, 4, 5, 6 npu oAHOMY KHUJAHHI I'PATbHOTO KyOMKa — 1€ IIICTh
HECYMICHUX MOJIIH.

Pignomoorcnuei monii — 11e Taki mojiii, KoXkHa 3 AKUX HE Ma€ HISIKUX NepeBar y
MOSIB1 YaCTIIIe 3a 1HIIY i yac 6araropa3oBUX BUIIPOOYBaHb, 110 MPOBOASATHCS 3a
OJIHAKOBHX YMOB.

Hamnpuknan, nosisa uudp 1, 2, 3,4, 5, 6 npu KuaHHI rpaibHOTO KyOuKa —
PIBHOMOKJIUBI MO/I1.

SIkmo momii:

1) yTBOPIOIOTH IOBHY TPYILy HOIiH;



2) € HECYMICHUMU;

3) € pIBHOMOXJIMBUMH, TO TaKi MOA1T YTBOPIOIOTH HPOCMID eleMeHMAapHux nooili.

VY Teopii IMOBIpHOCTEH pO3PI3HAIOTH MPOCTI i1 ckiIaaeni noxaii. Hanpukan, mijg yac
KHMJIaHHA IBOX KOCTeH y cymi Bunaio 2 ouku. e mpocra nosis.

1100is na3usaemvcs CKAAOEHOI0, AKIUWO NOSBA il 3a1eHCUms 8i0 NOABU THULUX,
npoCmux nooiu.

Hanpuxnao, min yac KugaHHs IBOX TpallbHUX KyOHKiB y cyMi Bunajo 10 odok. Lls
MOJis € CKJIaJIeHO0, 00 BOHA MOXE CKJIAJIATUCS 3 TPhOX MPOCTUX TTO/IIH:

- Ha TIepuIomMy KyOuky Bunaio 4, a Ha Apyromy — 6 04OK;

- Ha TIEPIIOMY 1 Ha IPYyroMy KyOWKax BHUITAJIO 1O 5 OYOK;

- Ha MepuioMy KyOuKy Bunaio 6, a Ha Jpyromy — 4 O4Kwu.

OO6uucnoBaTH IMOBIPHOCTI CKIIQJICHUX MOJiH 3a popmyinoro P(A) = ~ OyBae
CKJIJHO, a THKOJIM ¥ HEMOJIMBO. iX IMOBIPHOCTI OOUHCITIOIOThH Yepe3 IMOBIPHOCTI
MPOCTUX MOJIIN, 3 AKUX YTBOPIOIOTHCS CKJIa/eHI. Take 00UMCIEHHS CIIUPAETHCS HA
3aCTOCYBaHHS TaK 3BaHUX TEOPEM JOJABAHHS 1 MHOXKEHHS HECYMICHUX OJTHAKOBO
MOXJIMBUX TOAIH, SIKI YTBOPIOIOTH MOBHY TPYIY.

BBC)IGMO CIIOYATKy IMOHATTA IIPO CYMY HOJIiﬁ. L[e MTOHATTS aHAJIOTTYHE ITOHATTIO
CYMH 49UCCII.

Cymoro nodiit A i B nazuseacmuoca nodia C, aka nonazae y 30iiicHeHHi nid yac
00UHUYHO20 6UNPODYBAHHA aD0 noIdii A, abo nodii B, abo o6ox pazom.

Cymy aBox nogiii mozHagawth C = A + B.

Mpuxaan. [ogis A — BIyYeHHS B IUIb 3 EPIIOTO MOCTPLTY, TOdist B —
BIIy4€HHS 3 pyroro noctpiny. Toai C = A + B -mopis, sKa 03Ha4a€ BIyYCHHS B I[UTh
B3araii (He Ma€ 3HaueHHS 3 SKOro — MEepIIoro, APYyroro abo 000X MOCTPiiB).

Cymoro C 080x Hecymicuux nooii A i B € noois, sika nonseac y 30iticheHHi abo nooii
A, abo nodii B. Oonouacua nosea nodiit A i B suxntouena.

Teopema (TeopemMa 101aBaAHHA).

ImMoBipHICTH CyMH ABOX HECYMiCHUX IO/AiH JOPiBHIOE CyMi iMOBipHOCTEe#l KX
nojii, To0TO

P(A + B) =P(A) + P(B)
Teopemy 0odasanms 3acmoco8yioms OJisl PO38'A3Y8AHH MUX 3A0aY, 8 AKUX [0embCsl

npo nossy abo noodii A;, abo nodii A, ..., abo nooii A,.

3 meopemu oOoodasannsn eunauearwomov o0ea Hacaioku. Hacniook 1. Cyma
iMogipHOCHEll HeCyMICHUX NOOIHl, W0 YMEOPIOIONb NOBHY 2PYRY, 00pieHIO€ 1.
P(A| + Ayt ... + A)) =P(A) + P(Ay) + ... + P(Ay) = 1.

[lepu Hix hopMyITFOBaTH APYTUNA HACTIAOK 3 TEOPEMH JTO/IaBaHHs, BBEIEMO
O3HAYECHHS NPOTUIIEKHUX MOIM.

JIBi moAil HA3UBAKTHLCA NPOMUIEHCHUMU, IKIILO OJTHA i JIMIIIE OJHA 3 HUX
000B'SI3K0BO 31iHCHUTHCHA B JaHOMY BUIIPOOYBAHHI.



Hanpuxnao, By4eHHs 1 mpoMax Mij 4ac OJHOI0 MOCTpiily, 0€3BIIMOBHA poOOTa
BCIX €JIEMEHTIB TEXHIYHO1 CUCTEMH 1 BUXI1]] 3 JIaJly OJTHOTO 3 HUX.

Akio A — nesika mojis, To NPOTUIEeKHA 1K MO3HAYAEThCA A .
[Toaii A 1 A yTBOPIOIOTH MOBHY T'PyIly HECYMICHHUX MOJIM.

Hacaigok 2. Cyma HMOBIpHOCTEH NPOTHJICXKHMX MNOJiN JOPiBHIOE OJMHUIL,
TO0TO
P(A)+P(A)=1.

VY 3aymayax Ha 0OUYMCIICHHS IMOBIPHOCTEH 1HKOJIM 3pYYHO OOUUCITIOBATH IIYKaHY
IMOBIPHICTB TIOJ11i A yepe3 IMOBIPHICTh MIPOTUIICKHOT MO/I1T 32 PopMyII0I0

P(A)=1-P(A).

Teopema MHOKeHHSI iMOBipHOCTEI
BBenemo criovatky moHATTS JOOYTKY MO,

Jlooymkom 060x nodiii A i B nazueaemuoca nooia C, wjo nonazae y 30iiicCHeHHI nio
yac 0OUHUYUHO20 6UNPOOYEAHHA | NOOIT A, i noodii B.

C=AB

Jlobymxom 06ox nodiu A i B nazusacmuocs noodis AB, sxa nonsieae y cymicHiu nossi
Yux nooi.

s 1oOyTKy n o1l BUKOPUCTOBYIOThCA mo3HaueHHs C = AjA; ... 4,

Jlekuis 22

Tema: EnemenTu koMO1HATOPUKH

Merta: 03HAIOMUTHCh OCHOBHUMH MOHATTSAMHU TE€OP1i KIMOBIpHOCTEH 1
eJeMeHTaMi KOMO1HaTopukH .Po3BUBATH JIOT1YHE MUCIICHHS, CAMOCTIMHICTh

Metoa: cIIOBECHUM, PAKTUYHUI

ILnan
1 Teopist HUMOBIpHOCTEM , OCHOBHI MOHSITTS
2 [lepecTtaHOBKY , pO3MIILIEHHS, KOMOIHAIIIT
3 Po3B s3aBaHHs Bpas
Jliteparypa

1 Banyue U.W., Iunuryn I'.JI. Matematuka quis tTexHukyMmoB.-M.:Hayxka, 1990.-
C. 362- 366.



O3nauennsa. Po3MilleHHSIM 3 71 €JIEMEHTIB 110 71 HA3UBAIOTHCS TaKl CIIONYKH, 3 IKHX
KO)KHa MICTUTh 1 €JIEMEHTIB, Y3SITHX 13 JaHUX M €JIEMEHTIB 1 TaKuX, 110 BIAPI3HAIOTHCS
OJIHA B1J] OJIHOI a00 ejeMeHTaMu, a0 TOPSIAKOM EJIEMEHTIB.

Mpuknag Hexait 4yuciao mpemMeriB, 3 SKHMX MH CKIIQJaEMO Pi3HI CIOJIYKH,
nopiBHioe 3. [To3HaunMo iX a, b, ¢. 3 HUX MOYKHA CKJIACTH TaKi CIIOJIYKH:
10 OJTHOMY €JIE€MEHTY: a, b, ¢;
o nBa: ab, ac, ba, bc, ca, cb;
o Tpu: abc, ach, bac, bca, cab, cba.

Yucmo BCIX MOXIMBUX PO3MIMICHb 3 71 €JIEMEHTIB IO 71 JIOPIBHIOE TOOYTKOBI 7
MOCIOBHUX LUIUX YUCEN, 3 sSKUX HaiOouibine m. [lo3Hawaemo Tak 4,,; A — mepiia
JiTepa paHIy3bKOTO CJIOBA «arrangementy, 110 03HAYa€E «PO3MIIIeHH». Toi

A" =mlm - Dom=2).[m- (a-1)] :(L’)' 6)

n! (unraemo: n pakropian), n! =1-2-3 ... n.
LmrocTpanisi. Po3risHemMo # en1eMeHTiB, K1 MOKHA PO3MICTUTH Ha k TIO3UIIISX.

Howmep mozumii: 1 2 3 k
f of of of
/ / /
MOoXIUBOCT: 7 n—1 n—2 n—mn-k)
Npuknag A7 =4(4-1) =4 3=12;

A} =8(8- 18- 2)8- 3) =8 -7 -6 -5 =1680.

3202y Ha nepmomy kypci cryaentu MarooTh 10 HaBuanbHMX HpeIMETIB 1 5
pI3HUX 3aHATH Ha AcHb. CKiIbKOMa CIIOCOOaMU MOKHA CKJIACTH BIIMOBIIHHMA
po3kian?
® Vci MOXIMBI Ha0OpH TMPEIMETIB CTAHOBJIATH yCl MOXJIUBI po3MmimieHHs 3 10
eJieMeHTiB 1o 5. OTxe, yCiX TaKuX CIoco0iB ICHYE
5 10!

A =———— =10 -9 -8 -7 -6 =30 240 e
(10 - 5)! .

INEPECTABJIEHHSA

O3nauennsa. Po3MilieHHsT 3 m €JIEMEHTIB, Y35TUX MO M, TOOTO PO3MIIICHHS, SKI
PI3HSITHCS JIUIIIE TIOPSJIKOM €JIEMEHTIB, Ha3UBAIOTHCS MePecTaABIEHHIMU.

Yucno BCiX MOMIJIMBUX TMEPECTaBICHb 13 7 €IIEMEHTIB To3Hadaerbes P, (P —
MOYaTKOBA JiiTepa (PpaHIly3bKOTO CJIOBa «permutationy — NepecTaBICHHS)

P, =42 =m(m- DH(m- 2) -1 =ml| (7)

LmocTpanisi. Hexait MmaemMo 7 e1eMEHTIB Ta 7 TIO3UIIIH.



7 7
n n—1 n 1

Besaoicaioms 3a o3nauennsm:

3adava Ckinbkd  A€B’STUIUGPOBUX YHUCET MOXKHA  3alUCcaTH  PI3HUMHU
3HAUYHIUMU U pamu?
o 2, =9! =362 880. e

L4 | # | « | | A ]
-2

Jadava Ckinpkoma crmocobamMu MOKHA po3MicTUTH 12 oci® 3a croioMm, Ha

SKOMY TIOCTaBJIeHO 12 mpeameTiB?
e P, =12! =479 001 600. e

KOMBIHAIIII

O3nauenna. Po3MILEHHS 3 m PI3HUX €JIEMEHTIB O 7 Y KOXKHIN IpyIl, 1€ TOPAI0K
€JICMEHTIB HEICTOTHUH, HA3UBAETHCI KOMOIHAIII€I0 i3 m eJIeMeHTIB 1o n.

Yucno BCiX MOXKIMBUX CHONIYy4YeHb (KOMOIHALINA) 3 m €JIEMEHTIB 10 # TO3HAYAETHCS
C,, (C — moyaTkoBa JiTepa JaTUHCHKOTO CI0BAa «combinare» — 3’exuysarn).

ch=cp;
[ m! —|mj,
" onl(m-n) (1)
n| \m-nj> 8)
1 _(m) _ . o _[(m) _
=) =m; i =] =1
3adava I3 10 kanauaaTIiB HA OJHY ¥ Ty camy Hocaay MarTh OyTH 00paHi TPOE.
Ck1bKHY ICHY€E BapiaHTiB BUOOpY?
5 _10958 =120 e
123
Jadava Ckinbkoma criocobaMu MoxkHa BuOpatu 13 kapT i3 Kojonau, B AKid 52
KapTu?
Jleknis 23

Tema: Teopema nomaBaHHs Ta MHOYKEHHSI HMOBIpHOCTEH
Meta: 03HaIOMUTHCH 3 TEOPEMaMU J0JIaBaHHS Ta MHOXEHHS UMOBIPHOCTEH Ta
BUBYWTH BUIAJKH 1X 3aCTOCYBAHHS

Metoa: cinoBecHul , TPAaKTUYHHAN

ILian
1 Teopema nogaBaHHsS HMOBIpHOCTEH

2 Teopema MHOKEHHSI HMOBIPHOCTEH



MarepianbHo-TexHIYHe 3a0e3eYeHHs Ta AUuAaKTH4Hi 3aco0u, T3H:
0o0YMCIIIOBaJIbHA TEXHIKA

Jliteparypa
1 Banyue U.W., Qunuryn I'.JI. Marematuka s TexuukymoB.-M.:Hayxka, 1990.-C.
522-528.

1 Teopema nonaBaHHs iiMOBipHOCTEH

Bunaakosi momii 4 1 B Ha3UBAIOTh 3a/iedcHuMU, KO MosBa oAHiel 3 Hux (4 abo B)
BIUIMBA€E HAa HMOBIPHICTh MOSIBH 1HIIIOI.

Y nporuBHOMYy pa3l BUNAIKoBI monaii 4 1 B Ha3uBawOTbCA He3a-
JIeACHUMU.

Hpuxknax 1. B ypai Mictuthes 10 oAHAKOBHX KYJIBOK, 13 HHUX
6 dopHux 1 4 Outux. 3 ypHM HaBMaHHs OepyTh JBI KyJbKH IO OAHIN 0e3
MOBEpHEHHS. 3’sACyBaTd, YW OyIyTh 3aJCKHUMHU Taki MOJii: mepiia KyJbKa
BUSIBUTHCSI YOPHOIO 1 ApyTa TaKOX.

Po3eé’azannsn. Iloznaunmo depes3 4 MOSBY YOPHOI KYJIbKH MIPH MEPIIOMY BUIIMaHHI,
a uepe3 B — mpu npyromy. Bunaakosi onii 4 i1 B OyayTh 3aJeXHUMH, OCKUIBKH TIOSIBA
YOPHOI KYJIbKH IMPHU MEPIIOMY ii BUIIMaHHI 3 YpHU (BUIAIKOBa MOAIs A) BIULIMBATUME Ha
WMOBIPHICTb MOSIBU YOPHOI KYJIbKM (BUIIAAKOBA NO/1sI B) MpU ApyroMy BUHMAaHHI.

Ipukaaa 2. 3 ypHu, A€ micTh OUTUX 1 YOTUPU YOPHI KYJIbKH, BUWHSIN JBI
KYJIBKHU IO OJIHIN, IPH IIbOMY TIEpIlIa KyJIbKa B YPHY MTOBEPTAETHCS.
3’scyBatu, i OyyTh 3aJICKHUMHM TaKi MO/IIi: TepIa BUSBUTHCS YOPHOIO, IpyTra
TaKOX.

Po3é’a3anna. Hexaii A — mosiBa 4OpHOI KyJIbKH NPU MEPIIOMY BUMaHHI, a B
— 1ipu Apyromy. [losiBa 4opHOi KyJIbKH MPHU MEPIIOMY BUIIMaHHI (3A1HCHIIACH OIS
A) HE BILINBATUME Ha HMOBIPHICTb nosi-
BHM YOPHOI KyJbKHU (ToA1st B) npu ApyromMy BUKWMAaHHI, OCKIJIBKHM CIIIBBIJHOLIECHHS M1k
YOPHUMHM Ta OUIMMU KYJIbKaMH B IIbOMY pa3l HE 3MIHIOEThCS.

Skio WMOBIPHICTh BHUIAJIKOBOI MOJIT A OOYMCIIOETHCA 3a YMOBH, 10 mojis B
Bi10y1acs, TO Taka WMOBIPHICTh HA3UBAETHCS YMOGHOH. 1l WUMOBIPHICTH OOUYHCITIOETHCS
3a (OpMYJI0IO

_P(4ANB)
p(4 / B) =) r(B) =0, (17)
AHAJIOTIYHO
_P(4ANB)
p(B /A)——P(A) , Pl =0 (18)

1.P(4/B)=0, axmo ANB = @.

2.P(A/B)=1, axkmo ANB = B.
3. Y pemrri BumankiB 0 < P(4 / B) < 1.



IMpukaan 1. 3agana MHOkuHA Hinux uncen. Q=1{1,2,3,4,5,6,7,8, 9,
10, 11, 12}. HaBManHs GepyTh OHE YKCIO. SIka HMOBIPHICTB TOTO, IO € YUCIIO
BUSIBUTHCSI KPATHUM 3, KOJIM B1JIOMO, 1[0 BOHO € HEITapHUM?

Po3é’azanna. Hexaii nonis A — nosiBa yucia KkpatHoro 3, B — KpaTHOro 2.
ToniA=(@3,6,9,12), m =4;
B=(2,4,6,8,10, 12), m, = 6;
ANB = (6, 12), m;=2;
_m _ 4

Pl4) =" = :l-P(B):_:l- 2
n 12 3° 12 27 n 12
P(ANB) ‘ 1
_ _6 _
P(4/B)= P(4/B)= PG 13
2
Ockineku P (4) #P (4/B) 10 nogii A i B € 3aeXKHIMMU.

YMmoBHY WiMOBIpHICTE P (4 / B) nns mi€i 3aaa4i MoXHA 00YHCIUTH 1 1HaKIIe. 3a
YMOBOIO 3a7[a4l BiIOMO, 1110 B35IT€ HABMAHHSI YHCIIO, € HEMapHUM, TOOTO B LIOMY pa3i MU
JicTany JOAATKOBY 1H(OpMALIIO: 13 MHOKMHU (2 OepyThes HIle HenapHi uncia. OTxe,
MPOCTIP €IEMEHTAPHUX MO/IN TeNep Ma€e BUIJIST

Q7 =(1,2,5,7,9,11 ,n' =6,

EnemenTtapni moaii, mo cHopusitoTb MOsiBi A, — TMOSBlI 4YHCIa, KPaTHOTO 3,
YTBOPIOIOTb MHOKUHY 4 ={3.9} 'm =2,
Otxe,
m 2 1
Pl4/B) =" == =—
n 6 3

Hpukaaa 2. Bigomi 3HaueHHA:

P(ANB) =0,3; P(ANB) =0.4 ; P (AN B) =0.9.
3’siCyBaTH, 9M € 3aJICKHUMH BUIIAIKOBI oaii 4 1 B.

Po3eé’sazanns.
P(ANB) =1- P(ANB) =1- 0,9 =0,1;
P(A4) =P (ANB)+P (AN B) =0,3+0,1 =0,4;
P(B)=P(BNA+P(ANB) =0,4+0,1 =0,5;
plasp) =LANBE) _01 _1 =0,2;
P (B) S 05
y_PNB) _o1 _1
P (A 0,4 4

Ockinpku P4/ B) #P(A4), P(B) #P(B/ A), 1o BUNAAKOBi ol A i B € 3a1eKHIMH.

P(B/A4

=0,25 |

2 Teopema MHOKeHHSI HMOBipHOCTENH
3rigao 13 (17) 1 (18) maemo:
PANB)=PB)P(A/B)=PA)P(B/A). (19)

dopmyna MHOXKEHHS IS 71 3aJISKHUX BUTIAAKOBUX TOMINA A 1,42, ... A4

P [ r'jl A, J = P (4)) P(4>/ A)) P(As | AiAs) ... P(Ay] AiAs ... 4,1)(20)



Hpuxknaxg 1. V suuky mictutbes 15 omHoTMnHMX netaneid. I3 Hux 9
CTaHJapTHI, a pelra — OpakoBaHi. JleTani BUNMarOTh 10 O/IHI 0€3 MOBEPHEHHS.
Tak Oyno BuiiHATO Tpu Aetaii. OOUYUCIUTH HMOBIPHOCTI TAKUX BUITAJKOBUX
TIO1M:

1) A — Tpu nerasni BUSBIATHCS CTaHIAPTHUMU,

2) B— yci Tpu BUSIBIIATHCS OPaKOBAHUMU;

3) C — nBi cTanAapTHIi i1 o1Ha OpakoBaHa.

Pose’azanna. Hexaii A, — nosBa ctangapTHoi, 4, — OpakoBaHOI AeTalli IpH i-My
BUIMaHHI.
IMopmiss 4 =4, N4, N4, , B ZA_1ﬂA_2ﬂA_3,
C =4, N A, VAU Ny NADUCA, Ny N A3) |

OCKIIbKH BUIIAAKOBI mToaii A;, 4; € 3a1eKHUMH, TO:

P(A)=P(A|ﬂAzﬂA3)=P(A1) P(Az/Al) P(A3/A1A2)= 9 8 7 12

151413  65°
P(B) =P (A4 NA,NA) =P (A4) P(A/A) P(A/ A A) =—— — =—-"

P =PlaNaNZ)UUNLNA)UEN 4N 4) =

=P (4N AHNA)+P (4 NAHNA4)+P (4N AN 4) =
=P (A4) P(Ay/ A4) P (A3 / A Ay) + P (A) P (Ay [ A)) P (A3 / A Ay) +
P (A P (A /A P4y I Ay =— = 2,2 6 8,0 9 8 210,
15 14 13 15 14 13 15 14 13 455
Hpuxaan 2. I3 Maoskuan uncen Q= (1,2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9] napmanus
OepyTh OJIHE YHCIIO, a AaJll 3 PEIITH — JApyre. SIka HMOBIPHICTH TOTO, 10 37100y Te
JTBOIM(POBE YKCIIo Oy/1e mapHUM?

Po3zé’azanna. IlozHaunmo uepe3 A, — TMOsABa HEMapHOI HUPPU MPHU MEPLIOMY
BUIIMAaHHI, Yepe3 B — mnosBa napHoi uudpu npu nepuomy, a uepe3 B, — MosiBy HNapHOi
uudpu Opu Ipyromy BUINMaHHI.

Hexaii C — BunaakoBa mo/is: mosiBa MapHOro JBOUU(POBOTO YKCIIA.

TOI[i C= (AlﬂBz) U (B]ﬂBz)

OckubKH BUITAAKOBI oaii 41, By, B, € 3a1e:KHUMH, TO

P(C) :P(AlﬂBz) U (BlnBz) :P(AlﬂBz) ‘f‘P(BlﬂBz) =

4 4 3 32 4
=P(A)P B/ A)+P(B)P B/ B)= 5 c+5 5 =55 =

MHoxeHHs IMOBIpHOCTEN
JUTSL HE3AJIEKHUX BUIAJIKOBHX MO/

Skmo Bumaakosi noAdli 4 1 B € Hezanexxaumu, 1o P(A / B) = P(A), P(B / A) = P(B).
®opmynu (19), (20) HaGepyTh TaKOTO BUTIISLY:

P(ANB) = P(A) P(B); 21)
P [r’ﬁAl-] =T1P(4). 22)
i=l i=l
Ipukaan 1. I'panbHuii KyOUK 1 MOHETY MiJIKKAAIOTh IO OJJHOMY pazy. fIka

WMOBIPHICTB TOTO, 1110 TIPH IIbOMY Ha TpaHi KyOuKa BUTIAJe YUCIO0, KpaTHE 3, a Ha
MOHETI rep6?



Po3é’azannna. Hexaii nosBa 4uciia, KpaTHOTO TPbOM — MOJIisl A, a mosiBa repba —
noais B. Bunankosi noxaii A 1 B € Mixk co00r0 Hezane:xkaumu. O1xke,

r=2=L.  p=L.  pPlunp=PLPHB=LL-L
3 27 32 6

Mpuxaanx 2. Tpu CTyACHTH CKJIaIal0OTh Ha CECil €K3aMEH 3 MAaTEMATHKH.

IMoOBipHICTB TOTO, 1110 TIEPIIUH CKIIaJe ek3aMeH, gopiBHIoe 0,9, s apyroro Ta

TPETHOTO CTYJEHTIB 111 KIMOBIPHICTh CTAHOBUTH BiamosinHo 0,81 0,7.

O06unCITUTH WMOBIPHOCT] TAKUX BUTIAJKOBUX TOIH:
1) A — Tpu CTyAEHTH CKIaayTh €K3aMEH;

2) B— TpH CTYJEHTH HE CKJIaayTh €K3aMEHY;

3) C — nBa CTYJICHTHU CKIAAYTh €K3aMEH.

Po3é’azannsn. 1loznauumo A, A,, A3— BUNAIKOBI MOJi1, K1 MOJSATAIOTh Y TOMY, 1110

NEePIINA, TPYTUi 1 TPETi CTYIEHTU CKIAIyTh €K3aMEeH 3 MaTeMaTHuKu. Toml 4. 4. A,
— BIJINIOBIIHO HE CKJIaAYTh. 32 YMOBOIO 3aj1a4l MAEMO:
P(Al) =0,9, P(Az) =0,8, P(A3) =0,7.

Toni IMOBIPHOCTI MPOTUIICKHUX MOJIN TaKi:

P(A4)=1-P4)=1-09=0,1;

P(A4.)=1-P4,)=1-0,8=0,2;

P(As)=1-P(45)=1-0,7=0,3

[To3Hauumo nofii: 4 =4, N4, NA;,, B=A4,NA, N4,

C =4 NA,NA4) U (4,NA4,N4) U A4, N4, U4,

Ockinbku BUNaakoBi nogii 4, 4; (i =1, 2, 3) € Mixk cob0I0 HE3aIEKHUMHU, TO

P(4) = P(4:NA.NA45) = P(4,) P(4,) P(45)=0,9 - 0,8 - 0,7 =0,504;

PB)=P(A4 N4 N4)=P(4,)P(A4>)P(45)=0,1-0,2-0,3=0,006;

P =Plansanza)ulanznauG@Znagna)=
—rlunaunz)+runztna)+p(FZNans =
=P (4) P(4) P (Z)+pP(a) P(Z) P(4)+P(Z) P(a) Pay) =
=0,9 -0,8 -0,3+ 0,9 -0,2 -0,7 + 0,1 -0,8 -0,7 =0,216 + 0,126 + 0,056 =0,398 _

Hexail npoBOuThCS 1 HE3AJIEKHUX CIPOO, Y KOXKHIN 3 SIKUX MOXKe BIIOYTHUCS MO1s
A; (i =1,2,3, ... n) 3 imoBipHicTIoO P(4,) = p; abo momis 4, (A,- U4, =0, 4, N4 —o) 3
imosipuictio 7 (4,) =q,, (p, +q, =1).

Hexaii C — nosiBa mojiii 4; xoua 6 OJWH pa3 MpH 7 HE3AISKHUX CIIPoOax, TOOTO I

TIOJTIs1 MOJKE 3’SIBUTHCSI 00 OJIMH pa3, abo JBiYl, TpXYi 1 TaK Aaji, BKIKOYaOUX Bel 72 pa3. Tomi
nomist C 1 MOJis, sIKa TOJISira€ B TOMY, IO MPHU 71 CIIpo0ax A; He 3’SIBUTHCS YKOJHOTO pazy

4N4,N..N4, =N 4,
i=l

, YTBODIOIOTb IIOBHY Ipymy, a came: C U [ rj 4, } ='Q Tlpu

BE

1

BOMY Cﬂ[ A_,) =Q

I

] =P (Q) =1;

IDE
IDE

4

N
Il
Il

Toxi P[cu[ Z]] :P(C)+P[



plc) = —P[

e

I

Z,.] =1- 11~(3,),

Otxe,

P =1- 11, (23)

Axmo P(A;) = p; = p = const, T0 g; = ¢ = const.
Tomi
P(C)=1-4q". (24)

Mpukaan 1. [Ipunan cknanaerbes 3 YOTUPHOX E€IEMEHTIB, 10 MPAIIOIOThH
HE3aJIe)KHO OJIMH BiJ OJTHOTO. IMOBIPHICTB TOTO, IO TIEPIIHI €JIEMEHT HE BUUIE 3
Jaay mia 4ac poOOTH MpWiagy, € BEIUYMHOI CTanow 1 mopiBHioe 0,95. Jlns
JIPYroro, TPETbOTO 1 UYETBEPTOrO EJIEMEHTIB I HMOBIPHICTh JOPIBHIOE
Bigmosiguo 0,9; 0,85; 0,8.

SIxa WMOBIPHICTH TOTO, LIO MiJ Yac poOOTH HpUiIady 3 Jiaay HE BUWE XoUa
0 oAuH eneMeHT?

Po3é’azannn. Hexait p) = 0,95 — IMOBIpHICTh TOTO, 110 TEPIIUI €JIEMEHT HE BUIIE
3 maay. ns npyroro, TpeThOro Ta 4€TBEPTOrO €JIEMEHTIB ISl UMOBIPHICTh CTAHOBUTHUME
BiAMOBIAHO p> = 0,9; p3 = 0,85; ps = 0,8. IMOBIpHICTH TOTO, IO i €JIEMEHTH BUUIYThH 13
Jajay, AOPIBHIOBATUME BiJIMOBITHO:
¢gi=1-p=1-0,95=0,05;
q> = 1 —p2= 1-0,9=0,1;
q¢G=1-p3=1-0,85=0,15;
q+=1-ps=1-0,8=0,2.
Ha mincrasi (23) maemo:
P(O)=1-¢19.g3gs=1-0,05 - 0,1 - 0,15 - 0,2=1-0,00015=0,99985.

Hpukaax 2. I'panbHuil KyOMK NIAKUJAETHCS YOTUPH pasd. Yomy
JIOPIBHIOE UMOBIPHICTH TOTO, 110 IUdpa 3 3’IBUTHCA MPHU I[LOMY X04a O OJUH
paz?

Po36’a3anns. IMOBIPHICTH TOTO, IO TP OJHOMY IiJAKWJAHHI 3 SBUThCS Iudpa 3,

JIOPIBHIOE %.Tomq=1—p=l—%=§.

3rigHo 3 (24) nicranemo:

5]4 _,. 625 _ 671
1296 1296

PO =1-¢'=1-|2

Jlekuis 24



Tema: /luckpeTHa BUIaIKOBA BEJIMYMHA. 3aKOH PO3IMOALLY.JMCKPETHOI BUIAJKOBO1
BHJINYMHHU

Meta: BuBueHHS MOHATTS AUCKPETHOI BUMAJAKOBOI BEJIMYMHU, 3aKOHIB PO3MOILTY 1
YHCIIOBI XapaKTEPUCTUKHU

Metoa: CIIOBECHUM , MPAKTUYHUAMN

Ilnan
1 Bumagxosi BeIHunHU

2 3aKoHU PO3MOJLTY
3 YncnoBi XapaKTEPUCTHKU

MarepianbHo-TexHIYHe 3a0e3eYeHHs Ta AuAaKTH4Hi 3aco0u, T3H:
0o0YMCIIIOBaJIbHA TEXHIKA

Jliteparypa
1 Banyue U.W., Qunuryn I'.JI. Marematuka s TexuukymoB.-M.:Hayxka, 1990.-C.
532-542.

1 BunaakosBi BeJnYnHH

Bunaoxoeor Ha3uBaeThCs BEIMYMHA, sIKA MOXKE€ HaOyBaTH pI3HMX YHCIOBHX
3Ha4yeHb. CTporiiie 03HAYeHHsS BUIIAJKOBOI BEIMYMHU OB’ S3aHE 3 MOHATTSIM IPOCTOPY
eneMeHTapHux moAiil. Hexaii 3amaHo mpocTip enemeHTapHuX nofid Q. OmHO3HayHA
uycnoBa Gynkmis X =/(2). gky 3amaHO Ha NPOCTOPI €IEMEHTapHUX IO, HA3UBAECTHCA
6unadKoeoro eenuuunolo. [103HavaroTh BUNAAKOBI BeTUYUMHU X.Y.Z a iX 3HaYEHHS XyZ

BunankoBa BenvunHa OuCKpemH, K10 MHOKMHA 11 3HaY€Hb CKIHUEHHA.

HenepepBHoMy mpocTOpy €JIeMEHTapHUX MO  BIANOBIIAE HenepepeHa
6UNAOKOBA BETUYUHA.

CHiBBiIHOIIEHHS M 3HAYEHHSAMHU 1 2 *3 BUIMAIKOBOI BEJIMYMHU X 1 IXHIMH

HAMOBIPHOCTSIMU
1 P2 Psipasusaetnest 3akonom po3nodiny eunadkoeoi eenuuunu.

JIist AUCKpPETHUX BHUIIAJKOBUX BEJIMYMH 3aKOHU PO3IMOAULY MOXYTh 3a/1aBATHUCS
MHOXHHOIO 3HAau€Hb, IO iX HaOyBae BUMNAJKOBA BEJIMYMHA, 1 HMOBIPHOCTAMH ITUX
3HAYECHb.

Skmo p; =Plx =x,-), to 2 p; =1, abo, sKmWO BeaMYMHA HaOyBac 3IiUEHHOI
=1

MHOKMHH 3HAa4eHb, TO > p; =l.
i=l
2 3aKkoHHU po3MOALTLY
3aKOHU PpO3MOALTY OUCKPETHHX BHIIAJKOBHX BEIMYMH 3aJAIOThCS Yy TaOMM4Hid (opMi (TIOJAOTHCS 3HAYCHHS
BHITaJIKOBOT BEIMYMHM 1 iXHi IMOBIpHOCTI),

X, Ij_ Xa L In

1

p( Lt:"1 Py 9999999 pn




aHAMITUYHIA (HABOAMTHCS (QopMyIna, 3a SIKOK OOYMCIIOIOTHCS WMOBIPHOCTI IS
3aJIaHMX 3HAYE€Hb BUIIAJIKOBOI BEJIUYMHM), rpadiyHii (y NPSIMOKYTHIA CUCTEMI KOOPAUHAT
3aJ1a€ThCA HAOIp TOYOK (xs po); CHOJIYYMBIIM TOYKH BIAPI3KAMH MPSAMHUX, IICTAHEMO
MHOTOKYTHUK pO3IOJALTY HMOBIpHOCTEH). YHIBEpCAIbHUM CIIOCOOOM 3aJaHHSI 3aKOHY

p()(sn)oz[iny {/JIM)OBipHOCTef/'I € ynxyia posnodiny F\x) =PX <x). Jlna nuckperHux Bemuunn
Flx) =3 plx,).

X; <x

: : . lim F(x) =0, limF(x) =1.
@DyHKIIS PO3NOAUTY — HECIIaJHA, HETIEPEPBHA 3J11BA, x— - X Jns

noBinpHux < i B Pla<x <p) =F(p)- Fla.

SAxmo X — HemepepBHa BumankoBa BenmumHa, To F(x) — HemepepmHa i
nudepeHniioBana; 1 moxigHa S (x) =F1(x)  nasuBaerbcs wginbHiCMIO PpOo3nooiny

3
iimosipnocmeii. TIpu oMy /(x) — HeBin’emna dynkuis, s sxoi Plo <X <p) = [f(x)dx;

+Tf(x)dx =1; F(x) = ]f(t)dt.

3 Yuc/10Bi XapaKTepUCTHKHU
Mamemamuynum cnoodieannam, adbo cepeaHIM 3Ha4YeHHsM, MX BUIAIKOBOI

BCIIMYWHH, HA3UBAECTBCA P ZI' XiPi (I[J'IH JAUCKPCTHUX BHUIIAAKOBUX BCJ'II/I‘-II/IH) 1 iHTeraJ'I

Jor(X)dx (s HemepepBHMX BHIIAJKOBUX BEJIMYHUH), SKIIO BOHHM aOCOIIOTHO 301KHI.

MareMmaTH4dHe CIIOAIBAHHSA Ma€ TaKl BJIACTUBOCTI:
1) MC =C (C — crana);
2)  MCX =CMX ;
3) M(X +Y) =MX + MY;
4) MXY =MX -MY, gkmo X1 Y — He3aJle:KH]1 BUIIAJKOB1 BEJIMUUHU.

Jlucnepcia (no3navyaerbcs vepe3 DX ) BUMAIKOBOI BETWYMHU X BU3HAYAETHCS 32

bopmyiioro:
DX =M(x - Mx)* =mx? - (Mx)?.

OCHOBHI BIaCTUBOCTI JIUCIIEPCIi:

1) DC =0;

2) DCX =C*DX;

3) DX +Y) =DX + DY, K0 BUNAAKOBI BETHYMHY HE3AJICHKHI.

Cepeone keaopamuune gioxunenHs (MO3HAYAETHCS JITEPOI0 O) € KBAJAPATHUM
KOpEHEM 13 qucrepcii.

1. BiHoMia/IbHUI 32K0H PO3MOAiTY

IMOBIpHOCTI B LIbOMy 3aKOHI BH3HAYalOThCA 3a  QopMmyinoo  PLX =m) =
=C'p"(1- p)"", m = 0,1,2, ..., n. 3aKOH CIIPaBIKYETbCA I CXEMH HEe3aNeKHUX
NOBTOPHHUX BUIIPOOYBaHb, Y KOKHOMY 3 SIKUX MOAIS A HaAcTae 3 iMOBipHICTIO p. YacTtoTa
HacTaHHs mnoAli A Mae OlHOMIaNbHMI 3aKOH po3NoALTy. YHCIOBI XapaKTEPUCTHKHU
PO3MOALTY:

MX =np, DX =np(1- p).
Ilpuknaou po3e’a3zysanns 3adau



Hpuxkaaxg 1. Maemo 4 3aroTiBKU JUisi BUTOTOBJICHHS JI€TAJICH. PIMOBipHiCTL
BUTOTOBJICHHS MPUJIATHOI JieTali JopiBHIoe 0,75. 3HaliTH 3aKOH PO3MOAiITY BHUIAIKOBOI
BEMYMHU X — KUIBKICTh 3aroTiBOK, MO iX OyJ€ BUKOPHCTAHO JUIsl BUTOTOBJICHHS
NpUAATHOT JeTall. 3HaTH MX i DX, a TakoX IMOBIPHICTH TOTO, IO 13 IIMX 3arOTIBOK
OyJle BUTOTOBJICHO CTaHJAPTHY JI€TAJIb.

Po36’a3anna. Ilogamo 3aKOH pO3MOIUTY JUISl BUTIAJKOBOI BEIMUYMHHU X y TaOJIUUHIM
dbopmi. OueBHIHO, IO BUITAIKOBA BEJIMUMHA MOKE HaOyBaTH 3HaueHb 1, 2, 3, 4. 3HaueHHS
X = 1, Oyme Toal, KOJM 3 MEPIIOi 3aroTiBKM BHUTOTOBJEHO CTaHJAPTHY JeTajb, a
WMOBIpHICTH 1bOTO AopiBHIOE 0,75. BunaakoBa BenuunHa HaOyBae 3HAYEHHS 2, AKIIO 3
MIEePIIIOi 3aroTiBKM BUTOTOBJICHO OpaKoBaHy JAeTallb, a 3 APYroi — MpUIATHY. 32 TEOPEMOIO

o e - 1 3_3 :
MHO>KCHHSI IMOBIPHOCTEH MMOBIPHICTD III€1 MOJ11 Plx =2) = 7 16 AmnasoriyHo, X = 3,
SKIO JeTali, BUTOTOBJIEHI 3 MEpLIoi Ta APyroi 3aroTiBOK, OpakoBaHI, a J€Tajb, AKY

2
. . 11> 3_3 :
BHUTOTOBJICHO 3 TPEThOi 3arOTiBKM — npupatHa. PX =3) :[Z] 7 =os Hapemri, X = 4,

1

3
. . . . 1
AKIO JI€Tajli, BUTOTOBIEHI 3 MEPLIMX TPHOX 3aroTiBOK, OpakoBaHi. P(Xx =4) :[Z] =

3anuIeMo 3aK0H PO3IOIIITY:

X 1 2 3 4
0,7 0,1 0,04 0,1
5 875 6875 5625

p

Jlerko mepeBipuTH, IO CyMa HMOBIPHOCTEH y 3aKOHI PO3MOAUTY JOpiBHIOE 1.
3HailieMo MaTeMaTUuyHe CIOAIBAaHHS Ta JUCIIEPCIIO BUMAIKOBOI BEJIMUYMHU 32 HABEJCHUMU
HIOWHO (hopMyIamu.

Mx =142 24334 LB a1 34043 003 46 L2130
4716 T 64 64 64 47716 64 64 64
2
Dy _139 _(85)° _1671
64 64) 4096

SAxuo mofist A — «i3 YOTUPHOX 3arOTIBOK BUTOTOBJICHO OJIHY NIPHUIATHY JE€TAIb)», TO

4
pPl4) =1- 1 :E_
4 256

Jlekuis 25
Tema: Maremarnyna ctatuctuka. Bubipku, BubipkoBi po3nosiim.
Mera: 3scyBaTH IpeIMET 1 METOAM MAaTEeMAaTHUYHOI CTATUCTUKH, BUBYUTH MTOHSTTS
BUOIPKH 1 BUOIPKOBOTO PO3MOILTY

Metopa: cinoBecHUM , TPAaKTUYHHAN

Ilnan



1 OCHOBHI TOHATTHA

2 Bubipka
3 AuckpeTHU CTaTUCTUYHUI pO3MO1T BUOIPKU
Ta i YUCIIOBI XapaKTEPUCTUKU

MarepiajibHO-TeXHiYHE 3a0e31eYeHHs Ta IuAaKkTu4Hi 3acoou, T3H:
004YMCITIOBAIbHA TEXHIKA

Jliteparypa
1 Qy6oBuk B.I1., FOpuxk I.I. Buma maremaruka.-K.:ACK,2001.-C. 24-25.

1 OcHOBHI MOHATTH

Hayky, 1110 BUKOpPUCTOBYE T€OPit0 UMOBIPHOCTEHN JIs1 OOPOOKH YUCIEHHUX
OJIMHUITL 1H(POpMAIIiT K HACTIAKIB €KCTIEPUMEHTY, HA3UBAIOTh MAMEMAMUYHOIO
CMamucmuKoio.

OCHOBHUM 3MICTOM MaTE€MAaTH4YHOI CTAaTUCTUKU € CUCTeMaTu3alis, oOpoOka i
BUKOPUCTAHHS  CTAaTHUCTUYHOI  1HGopmalii sl  BUSIBICHHS  CTAaTUCTUYHUX
3aKOHOMIPHOCTEH 03HAKH 200 O3HAK MEBHOT CYKYIMHOCTI €JIEMEHTIB.

['eHepanbHy CyKyIHICTh -MHOXKHMHA (2 OJHOTUITHUX €JIEMEHTIB, SKUM MpUTaMaHHI
MIeBHI KUTHKICHI 03HAKH (pO3MipH, Bara, Maca ToIo),.

OOcAar reHep. CYKYNH. -KUIBKICTh YCIX €JEMEHTIB TI'eHepajbHOi CYKYNHOCTI ,
M03HAYal0Th CUMBOJIOM NN, 3HAUEHHS SKOTO 3/1€01IBIIOT0 HEBIIOME.

2 Bubipka

Bubipka koxHa HEMOpPOXXHS MiAMHOXHHA 4 MHOXUHH Q2 (4 € Q) BUMIAIKOBO
BUOpaHUX €JIEMEHTIB 13 TeHEePaIbHOI CYKYITHOCTI HAa3UBAETHCHI.

KinpkicTh ycix ejeMeHTIB BHOIpKM Ha3uWBalOTh 1i 0OCSTOM 1 MO3HAYalOTh
CHMBOIIOM 7. MOro 3HaueHHs BijOoMe, IPHYOMY BOHO HA6araTo MeHIIE 3a 06CST
reHepajgbHOi CyKyMmHOCTI (n << N).

MaremaTnuHa CTaTHCTHKA pO3B’sA3y€ 1Bl KaTeropii
3aau:

1) cTaTUCTUYHE OLIIHIOBaHHA (TOYKOBE, IHTEpBAJbHE) MapaMeTpiB TIe€HEpabHOI
CYKYIHOCTI;

2) mepeBipKka MPaBAUMBOCTI CTATUCTUYHMX TINOTE3 NPO 3HAYEHHS MapaMeTpiB
TeHEepaIbHOT CYKyImHOCTI ab0 Mpo 3aKOH PO3MOJiTY O3HAKH T'€HEpPaTbHOI CYKYITHOCTI Ha
mijicTaBl 00poOKU pe3ybTaTiB BUOIPKH.

KinbKicHI 03HaKH €1eMEHTIB reHepaIbHOI CYKYITHOCTI MOXKYTh OyTH OJTHOBUMIPHUMH 1
0araTOBUMIPHUMHU, TUCKPETHUMH 1 HETIEPEPBHUMU.

Komu peanizyerscst BuOipKa, KUTbKICHA O3HaKa, Hampukiang X, Ha0yBae KOHKPETHUX
YHCIIOBUX 3HAa4YeHb (X = X;), IK1 HA3UBAIOTh 8APIAHMOIO.

3pocTarouunii YMCIOBUN Psijl BApiaHT HA3UBAIOTh 8apiayiliHUM.

Koxna BapianTa BUOIpKH MOXe OyTH CHOCTEpEXEHOI 7; pa3 (n; = 1 ), uucio n;
HA3UBAIOTh YACMOMOI0 8aPiAHMU X;.



[Ipu npomy
k

n=3n,,
i=1

ne k — KiIbKICTh BapiaHT, IO PI3HITHCS YUCIOBUM 3HAUCHHSM;

n — o0csT BUOIPKH.

BimHOMEHHS 4acTOTH 7; BapilaHTH X; 10 00CATY BUOIPKU 7 HA3UBAIOTH 11 6I0HOCHOIO
yacmomoro 1 03Ha4arTh uepe3 W, To0To

n.

LV' — i
i .

n

J171st KO’kHO1 BUOIPKU BUKOHY€ETHCS PIBHICTD

k

Sw, =L,

i=

SIKIO OCTIAKY€EThCS O3HAKa TEHEPabHOI CYKYITHOCTI X, sIKa € HemepepBHOIO, TO
BapiaHT OyJe 6arato. Y 1poMy pasl BapiallliHUM psii — L€ NEBHA KUIbKICTh PIBHUX a00
HEPIBHUX YaCTUHHUX 1HTEPBAIIB UM IPYIl BapIaHT 31 CBOIMHU YaCTOTaMHU.

Taki yacTMHHI IHTE€pBaJu BapiaHT, SIKI PO3MIIIEH] y 3pOCTalouiid MOCIIJOBHOCTI,
YTBOPIOIOTh iIHMep8albHUlL 8apiayiinuil pso.

Ha mpaktuii ans 3py4dHOCTI, SIK MPaBWIO, PO3TJISAIAIOTh 1HTEPBaJbHI BapialliiiHi
pAU, y KOTPUX 1HTEPBAIU € PIBHUMH M COOOI0.

3 IncKkpeTHHH CTATUCTUYHUI PO3MOAiT BUOIPpKH
Ta 1l YUCJI0Bi XapaKTePUCTHKHU

[lepenik BapiaHT BapiamitHOTO psiAy 1 BIAMOBIAHMX iM YacTOT, a00 BiJHOCHHUX
YaCTOT, HA3UBAIOTh OUCKPEMHUM CINAMUCTIUYHUM PO3NOOLIOM SUOIPKU.

Y tabnuuHiit GopMi BiH Ma€ TaKUil BUTIISA:

X X X X 4. X
= Xi 1 2 3 k
n n n n A4 7
i 1 2 3 k
/4 W W W W
i 1 2 3 k

JIUCKpeTHUN CTaTUCTUYHUN pO3MOAUT BHUOIPKM MOXHA MOAATH EMIIIPUYHOIO
dbyukiieo F *(x).

Emnipuuna ¢ynxyis F *(x) ma ii enacmusocmi. yHKIIIS apryMEHTY X, 1110 BU3HAYA€
BIJIHOCHY 4yacToTy moaii X < x, TOOTO

F*(x) =W(X <x) =2 |
n

Ha3UBAETHCS eMNipUuHoI0, A00 KOMYIAMOIO.

Tyt n — oOcsr BubipKy;

N, — KUIBKICTb BapiaHT CTAaTUCTUYHOrO PO3MO/ALTY BUOIPKH, 3HAYEHHS SIKUX MEHILIE
3a (pikcoBaHy BapiaHTy X;

F *(x) — Ha3uBaIOTh 11€ PYHKYIEIO HACPOMAONCEHHS BIOHOCHUX YACMOMN.

Bracmusocmi F *(x):

)0 < FXx) < 1;

2) F(Xmin) = 0, 1€ Xmin € HAMMEHIIIOIO Bap1aHTOIO BapIaliifHOTO PsAY;



3) ¥ ()| o =1, 11€ Xmax € HANHOLIBLIO BapIaHTOIO BapialiitHOTO Psdy;

4) F(x) € HecnamHoto (YHKITIEIO apTyMEHTY X, a came: F(x,) = F(x)) mpu xo > xi.

IHoniron 4acror i BiZHOCHHUX 4YacTOT. J[MCKpETHHI CTATUCTHUYHHI PO3MOIILIT
BUOIpPKU MOKHA 300pa3uTu TpadidHO y BUTIIAII JJaMaHO JIiH1T, BIPI3KHU SIKOT CIIOIYyYarOTh
KOOPJIMHATHU TOYOK (X;; 1;), a00 (x;; W)).

VY mepuioMy BUMAIKY JIaMaHy JIIHIIO Ha3UBAIOTh NOII2OHOM Yacmom, y Jpyromy —
HONI20HOM BIOHOCHUX 4ACMOM.

Yucnoei xapakmepucmuxu:

1) subiprosa cepeomns senuuuna Xs . Benuuuny, sika BUBHaA4a€THCs (POPMYII0IO0

_ _Xxn,

Xg =,

n

HA3UBAIOTh GUOIPKOBOID CEPEOHbOI0 BEIUYUHOIO OUCKDEMHO20 CMAMUCMUYHO2O0
PO3n00iny subipKu.

Tyt x; — BapiaHTa BapialliiHOTO psy BUOIPKU;

n; — 9acToTa I1i€1 BapiaHTH;

n — obcsr Bubipku (7 =X'n,).

Sx1o BCl BapiaHTH 3’ IBISIOTHCS Y BHOIPITI JIUIIIE IO OJTHOMY pasy, To0To #n; = 1, To

_ _2x

Xp = ;

n

2) gioxunenns eapianm. Pi3Huito (X; - Xp )n; HA3UBAIOTh BIAXWICHHSIM BapiaHT.

[Ipu upomy

2 (x; = Xg)n, =X x;n, - X Xgn, =n Xy - n Xz =0

OTxe, cyMa BIIXWIIEHb YCIX BaplaHT BapialliitHOro psiiy BUOIPKU 3aBXKIU JOPIBHIOE
HYJICBI;

3) mooa (Mo*). Mooow OJuckpemnozo CcmMamucmuyHo2co po3nooity eubipKu
HA3MBAIOTh BAapIaHTY, 1110 MA€ HAMOUIBITY YACTOTY MOSBU.

Mon Moxe OyTu Kinbka. Koiaum IUCKpEeTHHMI CTaTUCTUYHUN PO3MOILT Ma€ OJHY
MOy, TO BiH HQ3UBAETHC 0OHOMOOANbHUM, KOITH MA€ ABI MO — O080MOOAIbHUM 1 T. 11.;

4) mediana (Me*). Medianow Ouckpemuozo cmamucmuyHo20 po3nooiry eudipKu
HA3MBAlOTh BapiaHTy, sKa MOJLUISE BaplallliHUI psii HA JIB1 YACTMHM, PIBHI 3a KUIBKICTIO
BapIiaHT;

5) Oucnepcia. J|ns BUMIpIOBaHHS PO3CIIOBAaHHS BapiaHT BUOIPKU BIIHOCHO Xp
BUOWPAETHCS AUCTIEPCIs.

Hucnepcis eubipku — 1€ cepenHe apupMETHYHE KBaJpaTiB BIAXWICHb BapiaHT
BIJIHOCHO Xy , SIKE OOYHMCITIOETHCS 3a (DOPMYIIOI0
S(x, - X3)°n,
D, = ( B) abo
n
Sxin,  _
Dy ==——- (X3)";

6) cepeone keaopamuune gioxunenus sudipxu Og. [lpu oduncierdi Dy BIAXHICHHS
MITHOCUTHCS IO KBajpara, a OTKe, 3MIHIOEThCS OJIMHUIIA BUMIPY O3HaKM X, TOMy Ha
OCHOBI JAMCIIEPCii BBOAUTHCS CEPEIHE KBAAPATUUHE BIIXMICHHS

Oy =4/ Dy N

AK€ BUMIPIOE DPO3CIIOBAHHsS BapiaHT BHUOIPKM BIJIHOCHO X, ajleé B TUX CaMHX
OJIMHUIIAX, B IKUX BUMIPIOETHCSI O3HAKA X;



7) pozmax (R). Jlns rpyOoro OI[iHIOBAHHS PO3CIIOBAHHS BapiaHT BIJHOCHO Xp
3aCTOCOBY€THCSl BEJIMYMHA, SIKA JIOPIBHIOE PI3HUII MK HAUOUIBIIOI Xmax 1 HAWMEHIIIONO
Xmin BaplaHTaMU BapiaiiitHoro psay. Lls BemnunHa Ha3UBaE€THCS pO3MAXOM

R =X0x = Xmin ;

8) xoeghiyienm eapiayii V. JIns MOpiBHSHHS OLIHOK Bapialllii CTATUCTUYHMUX PAJIB 13
PI3HUMH 3HAYEHHSAMM Xp, SIKI HE JOPIBHIOIOTH HYJIEBI, BBOJAUTHCS KOEQILIEHT Bapiarlii,
SKUH 00YUCITIOETHCS 32 (POPMYIIOI0

v =22100%
Xg
HpHK.]I a/1. 3a 3a1aHNM CTATHCTHYHUM PO3ITOIIIIOM BHOIpKH
X 2,5 4,5 6,5 8,5 10,5
= X;
n; 10 20 30 30 10
NOTPi0HO:

1) obuncouT *p, Py, Op;

2) 3Haiitu Mo*, Me*;

3) obunciutu R, V.

Po36’azanna. Ockineku n =Xn, =100 | To 3rigHo 3 dpopmynamu (354), (357), (358)
ICTAaHEMO:

5 :len,- :2,5 10+4,5 20+6,5-30+8,5-30+10,5 -10 _

Boon 100

X, =6,7 .

Jns obuncinendss s BU3HAYAECTHCS

Sxln, (2,57 10+ (4,5 20+ (6,5)° 30 +(8,5)° -30 +(10,5)* 10

6,7;

=50,05.
n 100
Toni
Xxin, 2 2
D, ===" - (x,)? =50,05- (6,7)° =50,05- 44,89 =5,16.
n
Dy =516.
Op =+/Dy =4/5,16 ~2,27.
Op = 2,27
Mo* =6,5; 8,5.
OTxe, HaBEICHWM CTATUCTUYHUN PO3MOALT BHOIpKH OyJe JIBOMOJAILHHM.
Me* = 6,5, OCKIJIBKHU BapiaHTa X =06,5 MMOLISIE BapiariiHui pan

2,5;4,5; 6,5; 8,5; 10,5 na a8i vactunu: 2,5; 4,51 8,5; 10,5, sx1 MatoTh OJTHAKOBY KUIbKICTh
BapiaHT.
R=x_, - X, =10,5-2,5=8.

v =98 1009 =227
Xg 6,

100% =33,88%.
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	Розглянуто на засіданні циклової комісії
	План:
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН:
	Література:
	1 Предмет і метод математики
	2 Історична довідка про розвиток математики
	Означення. Комплексним числом називається число виду a + іb, де a, b  R, .
	Означення. Сумою двох комплексних чисел а + bi і с + dі називається комплексне число (а + с) + (b + d)і:
	Означення. Різницею двох комплексних чисел а + bі та с + dі називається комплексне число (а – с) + (b – d)і.
	Означення. Добутком двох комплексних чисел а + bі і с + dі називається комплексне число (ас – bd) + (аd + bс)і.
	Означення. Часткою двох комплексних чисел а + bі і с + dі називається комплексне число
	Означення. Модулем комплексного числа а + bі називається вираз який позначається r або |а + bі|.
	Рис. 1.13

	Означення. Кут  між віссю Ох і відрізком ОМ, де точка М зображає комплексне число а + bі, називається аргументом комплексного числа а + bі (рис. 1.13).
	Означення. Значення аргументу, яке належить проміжку (– ; ), називається головним.
	Лекція 2
	Тема: Геометрична інтерпретація комплексних чисел
	Мета: розширити поняття про комплексні числа, навчити ставити у відповідність комплексному числу точку на площині, виконувати операції над комплексними числами в геометричному вигляді
	Метод: словесний , практичний
	План
	1 Геометрична інтерпретація комплексних чисел
	2 Геометричне зображення суми і різниці двох комплексних чисел.
	3 Модудь комплексного числа
	4 Аргумент комплексного числа
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби,ТЗН: обчислювальна техніка
	Література
	Теоретичні відомості
	1 Геометрична інтерпретація комплексних чисел.
	2 Геометричне зображення суми і різниці двох комплексних чисел.
	Лекція 3
	Тема: Тригонометрична форма комплексного числа
	Мета: розширити поняття про комплексні числа, навчитися записувати комплексні числа в тригонометричній формі і виконувати дії над ними
	Метод: словесний , практичний
	План
	2 Множення і ділення комплексних чисел, записаних в тригонометричній формі
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби,ТЗН: обчислювальна техніка
	Література
	Теоретичні відомості
	Z = r cos α + ίr sin αί = r(cos α + ίsin α).
	Теоретичні відомості:
	Тема: Визначники 2 та 3 порядків та їх властивості.
	1. Визначники 2 і 3 порядків та їх властивості.
	Теоретичні відомості
	Вираз

	Матриці. Основні дії над матрицями.
	Будь-якій квадратній матриці
	

	План
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби,ТЗН:
	Література
	Обернена матриця
	Рис. 1
	Рис. 3
	Рис. 4

	Нехай маємо загальні рівняння двох прямих, що перетинаються:
	Рис. 10
	Дістали рівняння площини, що проходить через задану точку М0(х0, у0, z0) перпендикулярно до заданого вектора .

	Рис. 11
	Модуль відхилення дорівнює відстані від точки М(х, у, z) до площини. Якщо , то точка М(х, у, z) і початок координат лежать по один бік від розглядуваної площини; якщо , — по різні боки; якщо , то М лежить на цій площині.
	Умова перпендикулярності площин така:
	Дві площини збігаються, якщо виконується рівність


	Рівняння (1) описує всі криві другого порядку в загальному випадку. Спинимось спочатку на простіших, так званих канонічних рівняннях ліній другого порядку.
	Лекція 9

	Означення. Відповідність, при якій кожному елементу х множини Х відповідає єдиний елемент y множини Y, називається функцією.
	Множина Х називається областю визначення функції, множина Y — областю значень функції. Іноді областю визначення називають множину природного існування функції, тобто множину чисел, при яких функція має сенс.
	Означення.
	Означення.

	Функція у = f(х) називається
	парною;
	непарною;
	загального виду (ні парна, ні непарна)
	якщо для кожного х із Х
	f(–x) = f(x);
	f(–x) = –f(x);
	не виконується жодна з попередніх властивостей.
	3. Функція загального виду: ні парна, ні непарна (рис. 1.30).
	
	Рис. 1.30
	Означення. Функція у = f(х) називається періодичною, якщо існує відмінне від нуля число Т, таке що для всіх значень х з області визначення Х виконується рівність:
	
	Число Т називається періодом функції.
	Означення. Функцією, оберненою до функції у = f(x) (x  X, y  Y), називається відповідність між множинами Y та X, при якій кожному елементу з Y відповідає єдине значення з Х.
	Позначення.
	Нехай маємо:
	Означення. Функція y = F(u), де u = g(x) є, у свою чергу, деякою функцією, називається складною (складеною) функцією, або суперпозицією (композицією) двох функцій.
	Позначення.
	Лекція 10

	Поняття похідної — фундаментальне поняття математичного аналізу, за допомогою якого досліджують процеси і явища в при­родничих, соціальних і економічних науках. Вивчення різних процесів (механічного руху, хімічних реакцій, розширення рідини при нагріванні, значення електричного струму та ін.) приводять до необхідності обчислення швидкості зміни різних величин, тобто до поняття похідної. Отже, наша найближча мета — по­знайомитися з поняттям похідної, навчитися знаходити похідні елементарних функцій та застосовувати поняття похідної до до­слідження функцій, вивчення деяких фізичних явищ, до ви­вчення геометричних понять.
	Розв'язання
	Розв'язання

	Функцію, яка має похідну в кожній точці деякого проміжку, називають диференційованою на цьому проміжку. Операція знаходження похідної називається диференціюванням.
	Формулу похідної частки можна вивести, скориставшись означенням похідної. Проте це зробити можна простіше.
	Лекція 11

	План:
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН:
	Література:
	Доведення
	IV. Сприймання і усвідомлення таблиці первісних (таблиці невизначених інтегралів).
	Розв'язання
	Розв'язання
	Розв'язання
	Лекція 13


	Інколи доводиться інтегрування частинами застосовувати кілька разів, що ілюструє такий приклад.
	Лекція 14
	План:
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН:
	Література:
	Геометричний зміст визначеного інтеграла
	Рис. 4


	Наслідок. Для обчислення визначеного інтеграла достатньо знайти одну із первісних підінтегральних функцій і виконати над нею подвійну підстановку.
	План:
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН:
	Формули прямокутників і трапеції.
	Лекція 17
	Тема: Лінійні і однорідні диференціальні рівняння першого порядку
	Мета: Вивчення методів розв`язування  лінійних  однорідних диференціальнних рівнянь першого порядку
	Метод: словесний , практичний
	План
	2 Методи Бернуллі і Лагранжа
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби,ТЗН: обчислювальна техніка
	Література
	Лекція 18
	Тема Лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами
	Мета: Ввести поняття диференціальних рівнянь вищих порядків, розглянути алгоритм розв`язування лінійних однорідних диференціальних рівнянь другого порядку зі талими коефіцієнтами
	Метод: словесний , практичний
	План
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби,ТЗН: обчислювальна техніка
	Література
	Лекція 19
	План:
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби, ТЗН:
	Література:
	Лекція 20
	Тема: Знакозмінні ряди, функціональні ряди
	Мета: Вивчити особливості дослідження н збіжність знакозмінних і функціональних рядів
	Метод: словесний , практичний
	План
	2 Функціональні ряди
	Матеріально-технічне забезпечення та дидактичні засоби,ТЗН: обчислювальна техніка
	Література
	1. Знакозмінні ряди. Ознака Лейбніца
	Знакопочерговим рядом називається ряд вигляду
	(1)
	де для (тобто ряд, додатні і від’ємні члени, якого стоять один за одним по черзі).
	Достатня ознака збіжності
	Теорема.1 (ознака Лейбніца). Знакопочерговий ряд (.1) збігається, якщо:
	1 Послідовність абсолютних величин членів ряду монотонно спадає, тобто
	2 Загальний член ряду прямує до нуля: При цьому сума ряду (3.1) задовольняє нерівностям
	(2).
	Зауваження:
	1. Дослідження знакопочергового ряду вигляду
	(3)
	(з від’ємним першим членом) зводиться шляхом множення всіх його членів на (-1) до дослідження ряду (1).
	2. Співвідношення (.2) дозволяє отримати просту і зручну оцінку помилки, яку ми допускаємо, замінюючи суму S даного ряду його частинною сумою Відкинутий ряд (остача) є також знакопочерговим рядом сума якого по модулю менша першого члена цього ряду, тобто Тому помилка менша модуля першого з відкинутих членів.
	Приклад 1. Обчислити приблизно суму ряду
	Він збігається. Можна записати: замінивши на
	
	зробимо помилку, меншу, ніж Отже, ●
	2 Знакозмінні ряди.
	Знакопочерговий ряд є окремим випадком знакозмінного ряду. Числовий ряд що містить нескінченну множину додатніх і нескінченну множину від’ємних членів, називається знакозмінними.
	Для знакозмінних рядів має місце наступна загальна достатня ознака збіжності.
	Теорема 14.3.2. Нехай даний знакозмінний ряд (3.4)
	Якщо збігається ряд (3.5)
	складений з модулів членів даного ряду, то збігається і сам знакозмінний ряд(4).
	●
	3. Абсолютна і умовна збіжності знакозмінних рядів рядів.
	Знакозмінний ряд називається тим, що абсолютно збігається, якщо ряд, складений з модулів його членів, збігається.
	Знакозмінний ряд називається тим, що умовно збігається, якщо сам він збігається, а ряд, складений з модулів його членів, розбіжний.
	Приклад 2. Дослідити збіжність ряду
	○ Це знакопочерговий ряд збігається. Однак ряд, складений з модулів членів даного ряду, розбіжний (гармонійний ряд)..
	3 Ряд . абсолютно збігається, оскільки ряд, складений з модулів його членів, збігається
	Ряди, що абсолютно збігаються, додаються, віднімаються, перемножуються як звичайні ряди. Суми таких рядів не залежать від порядку запису членів.
	Тому дії над рядами не можна виконувати, не переконавшись в їх абсолютній збіжності.
	Для встановлення абсолютної збіжності використовують всі ознаки збіжності знакопозитивних рядів, замінюючи усюди загальний член ряду його модулем.
	2 Функціональні ряди
	Ряд, членами якого є функції від x, називається функціональним:
	(4.1).
	Надаючи x певне значення x0, ми одержимо числовий ряд
	
	Якщо одержаний числовий ряд сходиться, то точка x0 називається точкою збіжності ряду (4.1); якщо ж ряд розходиться – точкою розбіжності функціонального ряду. Сукупність числових значень аргументу x, при яких функціональний ряд сходиться, називається його областю збіжності. В області збіжності функціонального ряду його сума є деякою функцією від x: . Визначається вона в області збіжності рівністю
	, де - часткова сума ряду.
	Приклад 1. Знайти область збіжності ряду .
	○ Даний ряд є рядом геометричної прогресії зі значенням q=x. Отже, цей ряд сходиться при , тобто при всіх ; сума ряду рівна : , при . ●
	Степеневий ряд
	степеневий ряд ряд, членами якого є степеневі функції аргументу х,:
	(4.3)
	Дійсні (або комплексні) числа називаються коефіцієнтами ряду (4.3) - дійсна змінна.
	З'ясуємо питання про збіжність степеневого ряду (4.3). Область збіжності степеневого ряду (4.3) містить принаймні одну точку  х = 0 (ряд (4.4) сходиться в точці х = х0).
	Теорема 14.5.1 (Абеля). Якщо степеневий ряд (4.3) сходиться при , то він абсолютно сходиться при всіх значеннях х, що задовольняють нерівності
	у.
	Наслідок 14.5.1. Якщо ряд (4.3) розходиться при х = х1, то він розходиться і при всіх х, що задовольняють нерівності .
	Інтервал і радіус збіжності степеневого ряду
	З теореми Абеля виходить, що якщо є точка збіжності степеневого ряду, то інтервал весь складається з точок збіжності даного ряду; при всіх значеннях х поза цим інтервалу ряд (4.3) розходиться.
	
	Рис . 2
	Інтервал називають інтервалом збіжності степеневого ряду. Поклавши, що , інтервал збіжності можна записати у вигляді . Число R називають радіусом збіжності степеневого ряду, тобто
	Аналогічно, ознакою Коші
	Зауваження:
	Якщо , то можна переконатися, що ряд (4.3) абсолютно сходиться на всій числовій осі. В цьому випадку .
	Якщо , то R=0 . Інтервал збіжності степеневого ряду (4.4), що шукається з нерівності ; має вигляд .
	Якщо степеневий ряд містить не всі степені х, тобто заданий неповний степеневий ряд, то інтервал збіжності ряду знаходять без визначення радіусу збіжності (формули (5.1) і (5.2)), а безпосередньо застосовуючи ознаку Даламбера (або Коші) для ряду, складеного з модулів членів даного ряду.
	Приклад 1. Знайти область збіжності ряду
	○ Скористаємося формулою (5.1):
	. Отже, даний ряд абсолютно сходиться на всій числовій осі. ●
	Приклад 2. Знайти область збіжності ряду
	○ Заданий ряд неповний. Скориставшись ознакою Даламбера для даного ряду, маємо: , , .
	Ряд абсолютно сходиться, якщо х2 < 1 або -1 < х < 1. Дослідемо поведінку ряду на кінцях інтервалу збіжності. При х = -1 маємо ряд , який сходиться за ознакою Лейбніца. При х = 1 маємо ряд - цей ряд теж сходиться за ознакою Лейбніца. Отже, областю збіжності початкового ряду є відрізок [-1;1]. ●
	Приклад 3. Знайти область збіжності ряду .
	○ Знайдемо радіус збіжності ряду за формулою (5.1):
	.
	Отже, ряд сходиться при -2 < х + 2 < 2, тобто при -4 < х < 0. При х = - 4 маємо ряд , який сходиться за ознакою Лейбніца. При х = 0 маємо ряд, що розходиться .
	Отже, областю збіжності початкового ряду є піввідрізок [- 4;0)
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	Тема: Випадкові події. Імовірність випадкової події. Операції над подіями
	Теорія ймовірностей як самостійна наука виникла в середині XVII століття. Тоді були дуже поширені азартні ігри, тобто ігри, в яких результат залежить лише від випадку. До таких ігор належать ігри з кубиками, гра в «орлянку», деякі карточні ігри. Б. Паскаль і П. Ферма в листуванні з приводу задач, які виник­ли в зв'язку з азартними іграми, запровадили поняття ймовір­ності. Для розв'язання таких задач існуючий тоді математич­ний апарат виявився недостатнім, і було закладено основи нової науки. Нині теорія ймовірностей широко застосовується в фізиці і в біології, у техніці, в різних галузях народного господарства.
	Наприклад: під час витягування навмання однієї карти з ко­лоди ви взяли короля. Подія А — «взято короля» є випадковою.
	Випадкові події можуть бути масовими та одиничними.
	Виконання вправ

	Теорема множення імовірностей
	Означення. Розміщенням з m елементів по n називаються такі сполуки, з яких кожна містить n елементів, узятих із даних m елементів і таких, що відрізняються одна від одної або елементами, або порядком елементів.
	На першому курсі студенти мають 10 навчальних предметів і 5 різних занять на день. Скількома способами можна скласти відповідний розклад?
	Означення. Розміщення з m елементів, узятих по m, тобто розміщення, які різняться лише порядком елементів, називаються переставленнями.
	Скількома способами можна розмістити 12 осіб за столом, на якому поставлено 12 предметів?
	Означення. Розміщення з m різних елементів по n у кожній групі, де порядок елементів неістотний, називається комбінацією із m елементів по n.
	Скількома способами можна вибрати 13 карт із колоди, в якій 52 карти?
	Лекція 23
	Тема: Теорема додавання та множення ймовірностей
	Мета: ознайомитись з теоремами додавання та множення ймовірностей та вивчити випадки їх застосування
	Метод: словесний , практичний
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	Лекція 24
	Тема: Дискретна випадкова величина. Закон розподілу.дискретної випадкової внличини
	Мета: Вивчення поняття дискретної випадкової величини, законів розподілу і числові характеристики
	Метод: словесний , практичний
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	Приклади розв’язування задач

	Лекція 25
	Тема: Математична статистика. Вибірки, Вибіркові розподіли.
	Мета: зясувати предмет і методи математичної статистики, вивчити поняття вибірки і вибіркового розподілу
	Метод: словесний , практичний
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